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毫 无 疑问 ,量子 力学 是 物理 学 最 重要 而 又 最 难 学 的 一 个 分 支 , 它 是 我 们 用 最 现代 的 观点 理 
解 物 质 世 界 的 基础 . 

现在 ,有 许多 很 好 用 的 量子 力学 教科 书 可 以 买 到 ,每 一 种 都 有 自己 的 特色 和 方法 .本 书 的 
方法 是 提供 给 初学 者 大 范围 的 有 充足 选择 余地 的 问题 和 解答 ,这 些 问题 和 解答 禾 盖 了 量子 力 
学 导论 性 课程 的 所 有 主要 方面 ,特别 着 重 之 处 放 在 给 出 基本 概念 和 结果 .学 好 量子 力学 导论 的 
部 分 任务 涉及 到 掌握 正规 的 (数学 的 } 方 法 ,这 是 因为 要 想 有 能 力 进 人 更 高 级 的 专题 ,掌握 正规 
方法 是 完全 必要 的 . 我 们 努力 给 出 能 表明 量子 力学 在 解决 实际 问题 时 有 应 用 价值 的 题目 .我 们 
还 发 现 , 由 竺 计算机 已 成 为 应 用 物理 学 家 的 重要 工具 , 编 人 数值 方法 一 章 是 非常 有 益 的 . 

我 们 渴望 感谢 对 本 书 的 完成 有 贡献 和 帮助 的 下 列 人 人 员 ; 

Uri Onn 博士 ,Zhair Millad 硕士 ,Moran Furman 硕士 和 ATEga Bart 硕士 . 

我 们 希望 本 书 将 帮助 量子 力学 的 初学 者 克服 最 初 的 困难 ,掌握 好 这 一 令 人 神往 而 又 重要 
的 学 科 . 
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1.1 电磁 辐射 的 粒子 性 


牛顿 认为 光 是 粒子 东 . 在 19 世纪 ,关于 光 的 于 射 和 衍射 的 一 些 实验 证 明了 光 的 波动 性 .后 
来 ,光学 被 纳 人 电 礁 理论 ,并 证 实 光 是 一 种 电磁 输 射 .然而 ,直到 19 世纪 末 仍 在 研究 的 黑体 辐 
射 现象 无 法 在 电磁 理论 的 框架 内 得 到 解释 .1900 年 ,普度 克 得 到 一 个 解释 黑体 辐射 的 公式 ,后 
来 证 实 这 个 公式 可 以 从 电磁 辐射 的 量子 化 假设 推导 出 来 . 

1905 年 ,推广 普 郎 克 的 假说 时 , 爱 因 斯 坦 提 议 , 回 到 光 的 粒子 理论 .他 断言 :频率 为 v 的 光 
束 由 光子 组 成 ,每 个 光子 具有 能 量 如 ,这 里 下 =6.62 X10 Js( 普 朗 克 常数 }, 爱 因 斯 坦 指 出 
了 为 什么 引入 光子 就 能 解释 尚未 理解 的 光电 效应 特性 , 大约 20 年 后 ,证 实 了 光子 作为 特殊 的 
实物 的 确 是 存在 的 ( 康 普 顿 效应 ,参看 问题 1.3)， 

光电 效应 是 赫兹 在 1887 年 发 现 的 , 它 是 使 电子 逃离 金属 表面 的 几 种 物理 过 程 之 一 .图 1-1 
给 出 了 研究 光电 效应 所 用 装置 的 框图 


使 得 ev = 下 we( 从 阳极 发 射出 的 电子 的 最 大 能 量 ) 的 临界 电压 V 被 称 为 截止 电压 . 光电 

效应 的 实验 结果 汇总 在 图 1-2 中 . 

(a) 当 光 照射 在 金属 表面 时 ,即使 光 强 很 弱 ,电流 也 几乎 是 同时 产生 . 

(b) 对 于 固定 的 频率 和 阻 讨 电势 ,光电 流 和 光 强 成 正比 . 

《9) 对 于 不 变 的 频率 和 光 强 ,光电 流 随 阻 洁 电 压 Y 的 增加 而 减 小 . 直到 最 后 当 VV = Vo 时 变 为 
零 ， 

(d) 对 于 任何 给 定 的 金属 表面 ,截止 电 不 YV。 ,依赖 于 光 的 频率 但 和 光 强 无 关 . 对 于 每 一 种 金 
属 , 都 有 一 个 六 值 频率 mw ,只 有 频率 大 于 mm 的 光 才 能 产生 光电 子 发 射 ; 即 无 论 光 强 多 大 ， 
除非 "> wm ,都 不 会 有 电子 从 金属 表面 射出 ， 

截止 电压 和 光 频 之 间 的 实验 关系 可 以 用 


eVo = hv — hyo {1.1) 
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(b) 
不 同 金属 
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图 1-2 


表示 ,这 里 有朋 ( 普 朋克 当 数 ) 对 所 有 金属 都 是 相同 的 . 
1,.2 光 的 二 象 性 


双 甸 实验 例 1.4 表明 ,如 果 只 考虑 光 的 两 个 特性 之 一 一 一 波动 性 或 粒子 性 一 就 无 法 解释 
实验 结果 . 光 的 行为 同时 地 既 像 波 又 像 粒 子 流 ; 波 动 性 使 我 们 能 计算 粒子 出 现 的 概率 ,粒子 的 
动力 学 参数 (能 量 E 和 光子 动 最) 和 波动 参数 (频率 y 和 波 和 失 ) 是 关联 的 ,表达 式 为 


E=hy= to 
上 = 和 

这 里 方 = 有 2x. 这 就 是 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 关系 . 

1.3 实物 粒子 的 二 象 性 


在 发 现 光 子 的 同时 代 , 观察 到 原子 物理 的 一 个 基本 现象 . 发 现 一 种 原 予 上 发 出 或 吸收 确定 
频率 的 光 . 这 一 事实 可 以 用 如 下 的 假设 得 到 解释 , 即 原子 的 能 量 只 能 取 确 定 的 离散 值 .这 种 离 
散 能 级 的 存在 由 Frank-Hertz 用 实验 证 实 , 和 发 尔 在 1913 年 用 电子 轨道 的 术语 对 此 进行 了 解释 ， 
并 提出 如 下 的 毛 原 子 模型 . 

电子 在 眼 定 的 轨道 上 运动 ,限制 条 件 为 钊 动量 必须 是 /2x 的 整数 倍 . 对 于 半径 为 > 的 图 
形 轨 道 , 电 子 的 速度 由 


(1.2) 


ha 
mur = 了 n= ,2 (1.3) 


给 出 , 库 仓 力 和 离心 力 之 闻 的 关系 可 以 写成 如 下 形式 ， 
. el " ， 
= {1.4) 
这 里 一 e 是 电子 电荷 ,我 们 假定 核 质 量 是 无 限 大 . 联 立 (1.3) 和 (1.4) 我 们 得 到 


2 2 
= (1.5) 


MR RE Tm HT Pt pr T 可 On 区 


ee 


Me ee 一 Tc 


i 


nh? (1.6) 


能 量 是 
E, = Fmv: ~ = < {1.7) 


玻 尔 假设 ,这 些 轨道 上 的 电子 虽然 有 加 速度 ,但 绝 不 产生 辆 射 , 它 们 处 在 定 态 , 电 子 可 以 从 一 个 
允许 轨道 到 另 一 个 做 不 连续 卡 聊 .能 量 的 变化 将 以 辐射 方式 体现 出 来 ,辐射 频率 为 


y= (1.8) 


玻 尔 模型 的 物理 基础 到 1923 年 仍 不 清楚 , 那 一 年 德 布 罗 意 将 假设 向 前 推进 一 步 ,提出 实物 粒 
子 具 有 波动 特性 ;能 量 为 已 ` 动 量 为 p 的 粒子 和 角 频 率 w = E/E 波 矢 = pi# 的 波 相 关联 , 因 
而 相应 的 波长 是 


i= = hip (1.9) 


这 就 是 德 布 罗 意 关系 ， 
1.4 波 包 和 测 不 准 关系 


电磁 辐射 和 实物 粒子 的 波动 性 和 粒子 性 可 以 用 波 包 的 概念 统一 起 来 . 波 包 是 波 的 得 加 .我 
们 可 以 构筑 一 个 波 列 , 波 列 中 的 波 在 一 个 给 定 的 空间 区 域外 面相 互 干涉 几乎 完全 消失 .于 是 我 
们 得 到 一 个 局 部 的 波 包 ,可 以 当成 一 个 经 典 粒子 的 近似 描述 .由 平面 波 释 加 形成 的 波 包 可 以 写 
成 


Flr) = a |e (ke dk (1.10) 
或 者 ,在 一 维 情况 写成 
f(x) = -元 | sr) (1.11) 


波 包 的 展开 式 由 醉 定 二 方 程 确定 (参看 第 三 章 ). 当 按照 量子 力学 的 假设 (参看 第 四 章 ) 将 波 包 
展开 时 ,曲线 fz} 和 g(&) 的 宽度 要 满 吓 关系 式 


AzA >1 (1.12) 
引用 德 布 罗 意 关系 p = i ,我们 有 
ApAx > (1.13) 


这 就 是 海 森 伯 测 不 淮 关系 ;如 果 我 们 试图 在 空间 构筑 高 度 局 域 化 的 波 包 ,那么 与 之 相连 的 动量 
就 不 能 精确 .反之 亦 然 ,将 波 包 的 动量 精确 限制 在 一 个 很 窑 的 范围 内 , 堵 么 波 包 的 空间 范围 就 
势必 变 得 很 宽 .注意 ,因为 很 小 ,经 典 物理 的 观念 只 在 微观 体系 失效 (参看 习题 1.4 和 1. 5)， 
测 不 准 关 系 的 作用 是 将 实物 粒子 和 辐射 的 波 粒 二 象 性 统一 起 来 . 

考虑 波 包 时 ,应 当 弄 清楚 相 速度 和 群 速度 的 区 别 . 角 频 率 为 w= 2nv 波 数 为 k=2n/X 的 
波 ,其 相 速 度 是 


oo = (1.14) 
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相 速 度 是 相位 不 变 的 点 在 空间 传播 的 速率 . 当 具 有 店 同 频率 和 不 同 相 速度 的 一 系列 波 合成 ,在 
一 个 区 域 发 生 很 强 的 相 长 干涉 时 , 群 速度 是 该 区 域 前 进 的 速度 , 它 和 分 量 波 的 第 频率 w 和 流 
数 正 有关, 其 关系 式 为 


_ dw 


vs = 四 (1.15) 


例题 解答 


1.1 考虑 1.1 节 描述 的 光电 效应 的 四 个 实验 结果 .对 于 每 一 个 结果 ,讨论 它 是 不 是 电磁 波 经 


1.2 


1.3 


上 典 性 质 所 预期 的 结果 .我 们 分 别 讨论 图 1-2 给 出 的 每 一 个 效应 . 

篇 EF (a) 电子 逃逸 金属 表面 是 由 于 光束 提 供给 它 一 份 结合 能 ， 因为 电磁 辐射 的 连续 性 ,我 们 预 
期 金属 表面 吸收 的 能 量 将 正比 于 光束 强度 (单位 时 间 单 位 面积 的 人 射 能 量 ) ,正比 于 照射 面积 ,正比 于 
照射 时 间 , 莘 单 的 计算 (参看 习题 1.11) 表明, 在 光 强 为 10~*Wim? 情况 下 ,预期 在 100 小 时 后 才 有 光 
电子 发 射 .实验 表明 :对 相间 的 光 强 观测 到 的 时 间 延 迟 不 超过 10…“s- 因而 经 典 理论 无 法 解释 阳极 上 电 
子 发 射 的 瞬时 性 . 

(b) 随 著 照射 光 能 量 的 增加 ,阳极 上 电子 吸收 的 能 量 也 增加 .因而 ,经 典 理论 预言 ;射出 电子 的 数目 (从 
而 电流 ) 将 随 光 强 成 正比 地 增加 . 这 里 ,经典 理论 能 够 解释 实验 结果 、 

{c) 这 一 结果 表明 射出 电子 的 能 量 存 在 一 个 分 布 ,在 经 典 理论 框架 内 ， 该 分 布 本 身 可 能 是 起 因 于 电子 
和 人 金属 结合 程度 的 不 同 ,或 光 东 传递 给 电子 的 能 基 在 数量 上 的 变化 ,但 训 实 是 ,这 里 存在 一 个 截止 电 
势 , 它 和 光 强 无 关 , 这 一 点 说 明 途 出 电子 的 最 大 能 量 的 确 不 依赖 于 单位 时 间 达 到 使 属 表 面 的 能 量 的 名 
少 .经 典 理论 无 法 解 译 该 实验 结果 . 

(d) 按照 经 典 现 点 ,电子 从 阳极 发 射 讨 程 依 可 于 光 的 强度 ,而 不 依赖 于 光 前 频率 , 但 是 ,实验 上 存在 一 
个 冰 值 频率 ,入 射 兴 频 小 于 它 ,无 论 光 强 多 大 都 没有 光电 子 发 射 ,该 结果 无 法 在 经 典 理论 框架 内 得 到 预 
育 . 
用 爱 因 斯 坦 光 量子 化 假说 的 观点 解释 光电 效应 的 实验 结果 . 像 在 问题 1. 1 中 一 样 ,我 们 
分 别 讨论 图 1-2 给 出 的 每 一 个 结果 . 

解 -4 (a) 按照 光 由 光子 构成 的 假说 ,我 们 通 期 光子 能 够 将 其 能 量 转移 给 金属 中 的 电子 因而 光 
电 发 射 瞬 时 完成 是 合理 前 , 既 使 在 光 强 很 肛 的 情况 下 ,这 一 点 和 经 典 观念 不 同 ,经 典 观念 认为 电子 发 身 
依赖 于 从 光 吸 收 能 县 的 连续 积累 . 

(b) 从 量子 理论 的 观点 考虑 , 光 强 等 于 单个 光子 的 能 重 条 以 单位 时 间 穿 过 单位 面积 的 光子 数 目 .因而 
单位 时 间 发 射电 子 的 数目 (和 电流 等 价 ) 和 光 强 成 正比 ,是 合理 的 . 

(ec) 电磁 辐射 的 频率 决定 光子 的 能 重 .因而 ,金属 中 电子 靠 吸 收 光 获得 能 重 ， 于 是 对 任何 给 定 的 频 
率 ,光电 子 都 有 一 个 最 大 的 动能 ,这 就 解释 了 图 1.2 中 描述 的 榴 应 . 

(由 如 果 我 们 假设 电子 的 结合 能 , 它 是 将 电子 紧 紧 束缚 在 使 属 上 的 最 小 能 重 ,#$= 所. 方程 1,1 就 得 到 
简单 的 解释 .出 射电 子 的 最 大 动能 是 如 -由 应用 截止 电压 的 定义 ,eV。 是 最 大 动能 ,因而 eV = hy - 
ur ， 

考 周 康 普 赖 效应 (图 1-3) .按照 量子 理论 ,频率 为 的 电磁 旋 束 可 以 看 作 是 粒子 性 光子 
束 , 每 一 个 光子 具有 能 量 已 = hy 和 动量 p= hyjc = hj ,这 里 A 是 波长 .电磁 辐射 的 散射 
变 成 光子 和 带电 粒子 的 碰 挤 问题 .假设 沿 > 轴 和 运动 的 光子 和 质量 为 mm， 的 粒子 磁 扩 , 磋 
撞 的 结果 ,光子 以 角 被 散射, 其 频率 发 生变 化 . 找 出 作为 散射 角 函 数 的 光子 波长 的 增 
量 . 


“能 巡 首先 ,粒子 可 能 获得 有 意义 的 动能 ,我 们 必须 以 相对 论 动 力学 的 方式 来 使 用 它 , 应 用 能 时 
守恒 我 们 得 到 


{ 磁 撞 前 ) y+ 局 =、 + 下 ( 奢 撞 后 ) {1.3.1) 


光子 长 于 光子 孝子 


这 里 E。 是 粒子 的 静止 能 攻 ( Eo = rac?). 人 入射 和 散射 光子 的 动量 大 小 分 别 是 


Pe Bre Ee 
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碰撞 前 : 
图 1-3 L | 
$ 
| 
和 = 让 = AM 和 加 = 地 = RA (1.3.2) : : 
散射 前 8 是 和 py 之 间 的 夹 朋 .对 图 1-4 的 三 角形 应 用 余弦 定理 ,我 们 有 | 
p= ptp 2hpcosd (1.3.3) [ 
| 


对 于 光子 , 考 虚 到 产 = 铝 ,(1.3.3) 的 两 边 同 时 乘 以 c ,因而 得 到 


下 2 + hiv — 2h? ww cosd = pi ce? {1.3.4) 
应 用 (1.3.1) 于 是 有 
by- hy = EE- Echiy +t hiy? ~ 2hw = FE: + E: - 2EE, {1,3.5) 
根据 相对 论 ,我 们 用 E6 + 产 c? 忆 蔡 严 , 从 (1.3.5) 央 去 (1.3.4) 得 到 
— 2hiw’'{l — cos0) = 2E? - 2EE, : (1.3.6) 
所 以 ,应 用 (1.3,1) 
hw (1l- cosd) = EolE—-E)= mc (hy— hv’) (1.3.7) 


六 


我 们 看 到 -2 (1 一 cos9) = 之 c= 必 -二 = 和 一) 因而 波长 的 增 量 是 


， 天 
Ai = 外 一 = (1 ~- cos6) {1.3.8} 


该 式 是 康 普 顿 效应 的 基本 方 辟 ， 
1.4 考虑 一 束 光 通过 平行 的 双色 , 当 双 缝 的 任何 一 条 被 封闭 ,在 挡 板 后 面 屏幕 上 观察 到 典型 
的 入射 花样 (图 1-5). 
当 双 链 同 时 打开 ,花样 表示 在 图 1-6 中 ;在 入射 轮 麻 线 内 呈现 出 干涉 花样 .注意 ,这 个 花 
样 不 是 两 个 单 缝 衍射 的 秋 加 , 这 个 现象 能 用 经 典 粒子 性 光子 解释 吗 ? 在 这 个 实验 装置 中 : 
能 说 明光 的 粒子 性 吗 ? 


I mp er 
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图 1-6 


解 中 。 侵 设 光束 由 质点 式 的 经 典 粒子 流 构成 ,如 果 分 别 考虑 任 一 个 单个 粒子 ,我 们 注意 到 , 它 必定 
穿 过 双 链 的 某 一 条 .因而 , 当 两 链 同 时 打开 时 ,我 们 得 到 的 花样 一 定 是 分 别 打开 每 一 条 单 链 所 得 花样 的 
殊 加 .然而 这 种 结果 在 实验 中 从 未 观察 到 . 实际 得 到 的 花样 只 能 用 光 同 时 通过 双 颖 发生 干涉 来 解 梭 . 
另外 ,在 这 个 系统 还 可 以 观察 到 光 的 粒子 性 .如 果 光 强 很 弱 , 达 到 屏幕 的 光子 数 增加 得 很 伐 , 如 果 

把 照相 底版 置 于 屏幕 位 置 , 花样 逐 时 乏 点 地 惯 贷 成 形 . 这 表明 光子 一 个 一 个 地 分 别 达 到 屏幕 .注意 ,不 
可 能 决定 这 些 光子 的 娜 一 个 道 过 哪 条 这 锋 ,这 各 测量 将 毁坏 干涉 图 样 

1.5 图 工 7 简 咯 地 描述 一 个 实验 装置 ,其 目的 是 测量 单个 电子 的 位 置 .具有 精确 动量 p, 的 电 
子 束 沿 上 轴 的 正方 向 运动 ,与 沿 z 轴 负 方向 照射 的 光 发 生 散 射 . 一 个 确定 的 电子 将 散射 
一 个 确定 的 光子 ,光子 通过 显微镜 探测 . 


加 过 根据 光学 理论 , 测 基 电子 位 置 的 精 歼 度 是 


A 
Ar ~ (1.5.1) 


这 里 4 是 光 的 波长 .实验 表明 如 果 我 们 想 减 小 4 使 Az 减 
到 最 小 ,这 样 做 的 结果 是 损失 电子 动量 x 分量 的 信息 . 

根据 量子 理论 ,散射 光 也 由 光子 组 成 ,每 个 光子 具有 动量 
hvjc .散射 后 的 涂 子 方向 在 棱镜 孔径 张 角 29 范围 内 无 法 确定 . 
因此 ,光子 动量 的 x 分 量 不 确定 度 为 


Ap ~ 2 名 sing (1.5.2) 
图 1-7 所 以 
2hy ， 和 A 
ATAp, ~ sing BD ~ nk {1.5.3) 


Di 


rt 


rr 
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如 果 我 们 试图 通过 测量 屏幕 的 反 冲 以 便 更 精确 地 测定 光子 动量 的 x 分 量 的 办 法 来 克服 这 一 困难 ,但 
是 我 们 不 要 忘记 ,一 旦 将 显 投 镜 作为 整个 观测 系统 的 一 部 分 .还 必须 考虑 它 的 位 置 . 显微镜 本 身 必 须 遵 
从 测 不 难关 系 , 如 果 其 动 其 被 精确 测定 ,其 位 置 的 测定 势必 降低 精确 度 . 所 以 ,这 个 装置 给 不 出 违反 测 
不 准 关 条 的 机 会 . 


1,6 证 明 当 ”很 太 且 只 涉及 小 量子 数 跃 迁 时 , 玻 尔 氢 原子 与 经 典 情况 吻合 . 


1.7 


1.8 


-证 嘱 我们 来 计算 在 相 分 的 两 个 态 mm = # 和 吉 = nn -1 之 间 用 迁 所 发 射 的 光子 的 频率 ,这 里 
1 光 1. 定 义 Redberg 常 数 愉 = 2 ,于 是 有 , 台 = 绝 R 和 忆 = 地 R ,因而 发 射 光 子 的 频率 为 
让 nr 


2_ ,2 十 一 
= eR = eR (1.6.1) 
nn Wi 


4 一 2 二 1, 对 于 # 光 1, 于 是 我 们 有 
n+ ny 2 nin’ SS nt {1.6.2) 


所 以 v 守 2cRin .根据 电磁 学 的 经 典 理论 ,以 频率 了 旋转 的 电荷 将 发 出 频率 为 上 的 辐射 , 另 一 方面 ,应 
用 玻 尔 气 原 子 模 形 ,电子 绕 核 的 轨道 频率 


et 
= pe 【1.6.3) 


或 f=2cRin ,该 结果 和 跃迁 光 子 的 频率 v 完全 相同 . 
证 明 测 不 准 关系 追 使 我 们 放 奔 半 经 殿 玻 尔 氧 原子 模型 ， 

:证 :EF 在 兹 尔 模型 中 ,我 们 将 电子 作为 经 典 粒 子 处 理 .容许 轨道 由 量子 化 规则 确定 : 圆 形 轨道 半 
径 ” 和 电子 线 核 转动 的 动量 p= mw 必须 满足 pr 一 nf (w=1,2,…) ,以 经 典 观点 考 碟 电 子 的 运动 , 当 比 
较 = 和 p 时 必须 忽略 位 置 和 动量 的 不 确定 性 , 换 句 话说 ,Az<1,Ap<&p. 这 意味 着 


Ar ap 
六 1 (1.7.1) 
另 一 方面 ,不 箭 定 关系 
AraAabh、 下 AraApb、 1 
p> pe (1.7.2) 


于 是 ,除非 * 半 1, 否则 (1.7.1) 式 和 (1.7.2) 式 矛盾 . 

(a) 考 虑 一 个 热 中 子 , 其 速度 v 相应 于 温度 T= 300K 时 的 平均 热 运 动能 量 .这 样 的 中 子 
东 落 在 晶体 上 有 可 能 观测 到 街 射 图 样 吗 ? 

(b) 在 大 加 速 器 中 ,供给 一 个 电子 的 能 量 超过 1 GeV = 10"eV, 这 种 电子 相应 的 德 布 罗 意 
波 波 长 是 多 少 ? 

解 Ep 。 (a) 绝对 温度 了 下 的 平均 热 运动 能 量 是 EE = 立 人 ,这 里 人 是 Boltzmnann 常数 
(=1.38x10 J/K) ,因此 ,我 们 有 


可 mw = 六 = 闻 红 {1.8.1) 
根据 德 布 罗 意 关系 ,相应 的 波长 是 
让 h 
A = 让 (1.,8.2) 
当 休 = 300K, 我 们 有 
6.63 X 10-™ 


=1.48) {1.8.3) 


A 一 
V3x1.60x1I07x1.B8xI10 X300 


这 是 晶体 中 原子 间 队 大 小 的 数量 级 ,因而 衍射 现象 和 X 射线 相似 . 
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1.9 


1.14 


1.15 


(b) 我 们 注意, 电子 的 静止 能 量 是 ms 全 0.5X10evV. 因 而 ,如 果 10 eV 的 能 量 给 予 电子 , 它 将 以 接近 
光速 的 速度 运动 ,所 以 必须 用 相对 论 动力 学 予以 处 理 .相应 的 波长 4 = hip 人 有 有效, 但 我 们 有 E = 
v Prc + mc .在 本 例题 中 ,mc 和 互相 比 可 以 忽略 ,我 们 得 到 


E610 x3X10, - 105m = 1.2f (1.8.4) 
Tt 1l.2x m .zitn 


将 电子 加 速 到 这 梓 大 的 能 量 ,就 可 以 探测 原子 核 的 结构 . 
波导 中 波长 和 频率 的 关系 为 


1 = 一 -上 (1.9.1) 


用 光速 = 和 相 速 度 ,, = ji 表示 群 速度 
` 解 首先 ,我 们 找 出 角 频 率 对 波 数 的 依赖 关系 .我 们 有 w=2xv, 于 是 应 用 (1.9.1) 我 们 有 


(RE) = 2 c (4.9.2) 
全 二 mW 证 bn 一 < 开 ， A 0 "I, 
所 以 , 群 速度 为 
_do_ 2x 2 kar ee (1.9.3) 
呈 4 my Mr A wr “ 
2 + 
补 充 . 习 题 


参照 习题 1.9, 求 出 群 速度 ， 
(a) v= 2 (浅水 中 的 水 波 ,T 是 表面 张力 ,p 是 密度 ) 


(b) v= 3 (深水 中 的 水 波 ) 
答案 (a) 太一 序 太 1(b) 如 一 去世， 


设 强度 为 10 “W/m 的 光 和 对 家 照 射 到 金属 表面 ,原子 间距 近似 为 3 和 ,每 个 原子 有 一 个 自由 电子 .金属 
表面 的 电子 结合 能 是 5eV. 假 设 昭 射 在 表面 上 的 光 均 名 分 布 , 且 其 能 量 被 表面 电 子 吸 收 ,如 果 人 射 琵 射 
当做 经 典 波 处 理 ,光束 打开 直到 电子 获得 足够 的 能 量 作为 光电 子 有 释 放出 来 要 多 长 时 间 ? 

答案 天 约 2800 年 . 

强度 为 了 ,频率 为 > 的 单 色光 束 照 射 到 完全 吸收 表面 上 , 设 光 垂直 人 射 到 表面 .应 用 经 典 电磁 理论 ,可 
以 证 明 表 面 受到 罗 射 压强 的 作用 .该 压强 和 光 强 有 关 p= [ic .根据 量子 理论 观点 ,该 关系 式 仍 有 效 吗 ? 


答案 “有效 . 广 = 总 N, 这 里 N 是 光 于 束 流量 ， 


[地 


单 色光 被 电子 散射 ,使 用 例题 1.3 的 结果 , 求 当 散 射 角 是 0 时 ,波长 的 变化 量 . 在 可 见 光 区 域 (比如 说 ， 
= 4000 且 ) 波 长 的 相对 增 量 是 多 大 ? 对 4 二 1 的 和 射线 波长 相对 增 量 是 多 大 ? 

答案 AL- el! -cosg) 一 0.0243A, 对 于 1= 4000A, 相 对 增 量 是 百 分 之 0.006; 对 1 =1 太 ,相对 增 量 
是 百 分 之 2. 

我 们 希望 证 明 位 物 粒子 的 波动 性 对 于 宏观 物质 世界 是 不 相干 的 . 例如 取 一 个 直径 lm 和 质量 
mm 三 10 “kg 的 小 微粒 ,如 果 其 速率 是 mm/fs 计算 相应 的 德 布 罗 意 波长 ， 

答案 4=6.6x10-5 丰 . 

考 虚线 度 为 10A 的 一 个 病毒 ,假设 其 密度 和 水 的 密度 相等 (gfcm2 ) 并 位 于 和 其 线 度 近 亿 相 等 的 区 域 , 求 
病毒 的 最 小 速率 . 

答案 sf/s. 
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2.1 复 域 C 


复数 域 记 为 C 是 由 复数 a + bi 生成 的 域 .这 里 a 和 5 是 实数 ,而 i 是 方程 z?+1=0 的 一 
个 解 , 即 i=v 一 1. 如 果 z=a+ bi 那么 a 称 为 z 的 实 部 并 用 Re(z) 表 示 ;6 称 为 z 的 虚 部 并 
用 Im(x) 表 示 . z= a+b4i 的 复数 共 轿 是 a -下 ,用 之 表示 .复数 的 加 法 和 乘法 以 如 下 的 方式 给 
出 : 


(at+ b+t(letdi)j={at+c)+(b +a)i {2.1) 
(a +t b(te t+ di) = (ac— bd) + (be + ag)i (2.2) 

如 果 z 关 0, 我 们 定义 W 和 z 的 除法 为 
7! 区 a 一 pl (2.3) 


tp arp 
= we {2.4) 
图 2-1 用 平面 上 的 点 表示 复数 域 . 


2-1 


点 zz 和 0 〇 之 间 的 距离 为 |z| =v e+ 到 = 过 ,并 称 之 为 = 的 模 . 称 9 角 为 z 的 幅 角 ,用 
arg(z) 表 示 . 因 为 平面 上 的 点 可 以 用 极 坐 标 , 即 一 对 数 (r ,0) 表 示 , 这 里 7>0 及 0 过 0<2r, 复 
数 可 以 用 模 和 幅 角 写 出 ,因为 容易 证 明 ， 


a= rcosg， = rsing (2.5) 
和 
7 二 V a +b’, 0=aretan(£) (2.6) 


”此 式 是 错误 前 ,因为 反正 切 的 取 值 范围 为 | - 地 ,于 ]! 用 几何 方法 不 难 给 出 不 处 在 第 一 象限 内 的 复 
数 的 幅 角 公式 一 一 译 首 注 . 
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于 是 z=r(c0s0 + isind) = re 
2.2 C 上 的 矢量 空间 


CC 上 的 一 个 矢量 空间 是 元 素 Y 的 一 个 集合 , 它 在 其 元 素 ( 称 为 矢量 ) 的 加 法 (+ ) 下 是 封闭 
的 ,并 且 对 C 上 的 <c. 8 和 YY 上 的 vsa 满足 如 下 的 条 件 : 
1. V 中 含有 一 个 独特 的 元 素 , 记 为 0, 它 满足 
V+ 人 二 0+vw=v {2.7) 


0 称 为 零 矢量 ， 

2. av 也 在 V 中 

3. glvut+a)=avtan 

4. {a+ BYv=avt+ fe 

5. (a:B)vu=a(Bou) 

0, Ov=0,a'0=0,1:vw=w 
一 个 重要 的 例子 C” :考虑 形 为 (z, , zx，,… ,z, ) 的 元 素 ,这 里 = 是 复数 ,我 们 定义 这 类 元 素 的 相 
亏 为 


(zi C29) + Co) = i {2.8) 

定义 标量 乘法 为 
2 (2.9) 
可 以 证 明 , 这 些 元 素 的 集合 具有 复 域 C 上 矢量 空间 的 所 有 性 质 ,这 一 重要 的 矢量 空间 记 为 
有 用 的 定义 :V 中 的 舌 量 w ,的 集合 和 着 V, 如 果 了 上 的 元 吉林 以 写成。 的 
性 组 会 , 即 . 
y= Au + a t+ Aad (2.10) 


这 里 el 、as、… ,a 是 复数 .如 果 ai +aatz+…+adt =0 意 味 着 al=as=…=a =0 就 
称 矢量 wj xz 、… ,as 是 线性 无 关 的 .如 果 wi 、…、u 是 线性 无 关 的 ,并 且 和 覆盖 VY, 它们 被 称 为 
V 的 基 . 数 = 称 之 为 V 的 维 数 .假设 W 是 矢量 空间 V 中 的 一 个 矢量 集合 .如 果 ;(1) 对 于 玉 
中 的 每 个 wu,a+ 包 仍 在 殉 中 ,(2) 对 下 中 的 每 个 w 和 每 个 标量 a ,ov 仍 在 W 中 ,W 就 称 
Y 的 一 个 子 空间 . 


2.3 ”线性 算 符 和 和 矩阵 


线性 算 符 : 令 Y 是 复数 C 上 的 矢量 空间 ,映射 T:V 一 V 是 V 上 的 一 个 算 符 ,如 果 对 CC 
上 任意 的 a .8 和 WV 上 任意 的 vw , 它 都 满足 如 下 的 条 件 ; 


T(aw + bu) = aeT(o) + BT(u) (2.11) 
对 Y 上 的 任意 ,如 果 耳 和 S 是 线性 算 符 , 它 们 的 和 线性 算 符 T+ S 定义 为 
(T+S)(u) = T(u} + Stu) (2.12) 


同样 ,对 VY 上 的 任意 w, 我 们 用 
(TS}(v) = TLS(v)] (2.13) 


定义 两 个 线性 算 符 的 乘积 . 现在 ,我 们 只 限于 讨论 有 限 维 的 矢量 空间 .因此 ,定义 了 加 法 和 乘法 
运算 的 线性 算 符 的 集合 就 是 复 城 上 的 一 个 代数 ， 
假定 el .ej 、…、e, 是 V 的 基 , 令 丁 是 V 上 的 线性 算 符 .工作 用 于 。, .…'、.e, ,我 们 得 到 
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Tle,) 二 CEI 十 "十 Qlnen 

bs (2.14) 
了 (es) = anlel 十 六 十 Gamen 


这 里 ay 是 复数 .现在 我 们 定义 对 基 e 的 算 符 丁 的 矩阵 表示 


ll al Rrl 
tn a Qn 

[T], 二 (a ) 三 . ， . (2.15) 
ln Ras Cn 


注意 ,线性 算 符 的 矩阵 表示 依赖 于 基 的 选择 .对 于 无 限 维 矩阵 ,可 以 像 对 有 限 维 第 阵 一 样 进行 
求 和 与 相 乘 运算 ,虽然 当 涉 及 到 无 限 维 求 和 时 ,要 注意 收 合 问 题 , 在 量子 力学 中 ,线性 算 符 是 
常 重要 的 ,在 下 一 章 我 们 即将 看 到 ,它们 代表 诸如 能 量 ,动量 等 物理 量 . 

内 积 :V 上 的 内 积 (x ,vw) 是 从 VX V 到 复数 域 的 一 种 运算 .( 即 把 V 上 的 每 一 对 和 饼 量 映 
射 为 一 个 复数 ), 对 VY 上 的 ww、w 和 C 上 的 a, 内 积 满足 如 下 的 条 件 ; 

(i) {u,v0)=(00, uy 

(HD) tutu ,v= u,v + ,vy 

(ii) au, v)= alan, vy 

(Gv) 《aayn0, 如 果 wz0 (2.16) 
定义 了 内 积 的 矢量 空间 积 为 内 积 空间 . 

我 们 可 以 用 内 积 来 表述 一 些 有 用 的 定义 . 矢量 的 模 是 

vl = vv, vy {2.17) 


如 果 jz =1, 那 么 就 说 " 是 单位 矢量 ,也 说 = 被 归 一 化 了 . 
两 个 矢量 w 和 ww 是 正 交 的 ,如 果 


Au TD = 人 0 (2.18) 
别 , 一 组 元 素 是 正 交 的 , 旦 每 一 个 元 素 都 是 单位 矢量 ,可 合并 写 为 
《ai 一 6, (2.19) 
这 里 ,6 是 Kronecker 6 函数 , 当 i 关 ; 时 为 0,i =j 时 为 1. 量 子 力 学 中 经 常 使 用 的 一 个 重要 结 
条 是 Cauchy-Schwartz 不 等 式 ,对 所 有 矢量 x 和 都 有 
ao [jd :vol (2.20) 


算 符 和 标 积 ; 假 设 工 是 VY 上 的 线性 算 符 , 旦 VV 是 标 积 空间 ,可 以 证 明 有 一 个 特别 的 线性 算 符 ， 
记 为 Ti, 对 V 上 任意 的 wu, 它 满足 


CTus wv) = (u, Tiv) | (2.21) 
这 个 算 符 称 为 了 的 共 柏 算 符 .如 4 = (mj) 是 一 个 复数 矩阵 ,A1 被 定义 为 A1 = (we ). 即 , 它 册 
om 交换 唾 指标 并 取 复 共 示 构 成 .如 果 A 代表 一 个 算 符 工 ;那么 A' 代表 算 符 T' ,在 这 丙种 情况 


下 使 用 同样 的 符号 +. 如 果 T= 和 ,那么 工 被 称 为 所 米 算 符 或 自 共 罗 算 符 , 如 果 了 = ~ Tt, 那 
么 工 称 为 反 厄 米 算 符 .如 果 荆 保持 标 积 不 变 , 即 对 六 上 的 任何 wv, 都 有 (Tu, Tw} = 《a， 
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v) ,那么 工 称 为 么 正 算 符 . 如 果 TT = TiT, 屠 么 了 被 称 为 正规 算 符 . 


2.4 本 征 矢 量 和 本 征 值 


令 了 是 YY 上 的 线性 算 符 . 如 果 对 Y 上 的 某 些 w, 有 Tu = Xv, 则 复数 4 就 称 为 了 的 一 个 本 
征 值 (也 称 为 特征 值 ) .矢量 w 称 为 了 的 属于 4 的 本 征 矢量 . 对 于 矩阵 有 同样 的 定义 .注意 ,如 
果 Y 的 基 和 由 工 的 本 征 矢量 构成 , 乾 么 和 这 组 基 相 应 的 了 就 表示 为 一 个 对 角 年 阵 ,对 角 秆 阵 不 
仅仅 容易 运算 ,也 反映 出 物理 系统 的 重要 特征 量 , 诸 如 能 量 量子 等 等 . 

特征 多 项 式 : 假 设 给 定 线性 算 符 工 , 它 在 某 组 基 下 表示 成 耸 阵 和 A. 的 特征 多 项 式 定义 为 


| A(z) = det(Af — A) (2.22) 
这 里 A 是 参数 (标量 ) 而 是 单位 矩阵 .人 了 的 特征 方程 定义 为 
A(t)=0 (2.23) 
这 些 表达 式 和 基 的 选择 匹 关 ， 


下 述 结果 提供 寻找 矩阵 或 算 符 本 征 值 的 方法 : 当 且 仅 当 : 标 量 4 是 特征 多 项 式 的 根 时 , 即 
4(4)=0, 那 么 4 就 是 算 符 工 的 一 个 本 征 值 . 

如 果 A 是 厄 米 矩 阵 或 单位 矩阵 ,那么 就 存在 一 个 么 正 矩 阵 口 ,使 UAU-:! 成 为 对 角 惩 阵 
(本 定理 将 不 予 证 明 ). 还 须 注 意 的 是 :如 果 A 和 B 是 厄 米 矩阵 ,那么 它们 同时 对 角 化 的 充分 必 
要 条 件 为 :它们 为 对 易 矩 阵 , 即 AB = BA (参看 例题 2. 13), 这 些 概念 具有 重要 的 物理 意义 ,将 
在 第 四 章 予 以 详细 讨论 . 


2.5 傅 里 叶 级 数 和 情 里 叶 变换 


情 里 叶 级 数 :考虑 区 间 0< < 上 的 函数 ALz). 如 果 
| | f(z) 12dz (2.24) 


是 有 定义 的 ( 即 收敛 ), 那 么 函数 f(x) 就 称 为 平方 可 积 的 .可 以 证 明 所 有 这 种 函数 的 集合 是 一 
个 无 限 维 的 矢量 空间 , 记 为 上 , (0,7). 可 以 对 工 ,({0, 站 定义 内 积 


(f,g) = | ZJdz (2.25) 
LL,(0,7) 中 的 任意 函数 f(x) 都 可 以 展开 为 储 里 叶 级 数 


f(z)= Dfer, k= 和 (2.26) 


根据 这 一 关系 ,我 们 可 以 将 讽 数 。 = 方 < 作为 无 穷 维 空 间 L2(0,7) 的 " 基 ”, 该 空间 的 任意 函 


数 (天 量 ) 都 可 以 展开 成 基 矢 量 的 线性 组 合 .可 以 证 明 fe, | 构成 一 组 正 交 单位 基 , 即 (6 ， 0) = 
侠 . 展 开 式 中 的 系数 £ 称 为 傅 里 叶 系 数 ,用 关系 式 


t 
f= Tf ed (2.27) 


求 出 ,因为 e。 是 周期 函数 ,其 周期 为 了 ,因而 不 难 证 明 上 面 给 出 的 仿 里 叶 展 开 对 周期 为 ! 的 周 
期 函数 六 zxz) 也 成 立 . 

传 里 叶 变 换 : 现 在 考虑 定义 在 区 间 { - se ,coy 上 的 函数 A(z), 它 不 一 定 是 周期 函数 .我 们 
可 以 想像 Hx) 是 一 个 近似 的 周期 函数 ,其 周期 的 向 o%, 数 A， 越 来 越 密 ,直到 es 变 为 连续 函 
数 e™. 洗 此 直观 分 析 有 下 述 结果 : 
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i ， 


(xz) = i 2.28 

T(x) = 声 | Fh)e dz ( ) 
这 里 F{k) 由 

F(k) = | f(r)e dz (2.29) 


给 出 . FC) 和 f(x) 互相 被 称 为 情 里 叶 变 换 . Parseval- Planeherel 公式 表明 函数 f(xz) 及 其 健 里 
叶 变 换 下 (2 ) 的 横 相 等 ， 


| tf(z) idz = | | F(E) 12dk (2.30) 


2.6 狂 拉 克 8 函数 


在 第 2.3 节 我 们 使 用 了 Kronecker 8 函数 ,只 要 整数 x 和 mx 相等 , 它 的 值 都 是 1, 否则 等 于 
0. 这 里 用 一 个 连续 晴 数 模仿 Kroneker 6 函数 ,这 就 是 狄 拉 克 函数 .定义 该 函数 5.(7x) 为 


i1 一 上 E 
半 ， 当 了 本 妇 工 苹 万 


人 (7r) = (2,.31) 


0， 当 fz1> 本 


考虑 任意 画 数 F(z) ,在 z=0 有 定义 ,在 区 间 | - 号, | 它 的 变化 可 以 忽略 .如 果 * 足够 小 ,于 
是 我 们 有 
| dF)de a £0) 8.(z)dz = f(0) (2.32) 
我 们 用 *--0 的 极限 
tm Caz)de|= 三 as(z)7z)dr = £0) (2.33) 
来 定义 6 函数 .更 一 般 地 可 以 写 出 
| Bz ~ xo) f(r)de = f(z0) (2.34) 


容易 验证 8(z 一 y)=0 当 zy 时 ,以 及 | _Mz - y)dz = 1 .虽然 我 们 使 用 8 应 数 的 语言 ， 
在 通常 意义 上 它 不 是 函数 ; 它 实 际 上 是 一 个 更 复杂 的 东西 , 称 之 为 分 布 (在 x = y 点 没有 定 
义 ). 这 就 是 说 我 们 羽 考虑 它 出 现在 积分 号 内 的 情况 
/=| f(z -dy (2.35) 
因为 这 是 一 个 线性 算 符 , 它 将 函数 映射 成 数 ,8 函数 才 被 当成 函数 ,3 函数 经 常 被 用 来 描述 位 于 
三 维 欧 氏 空 间 天 0 一 [zaoy Yo 5 zo) 点 的 粒子 ,定义 Sr 一 ro) 为 
Sr — ro) = Hx — zo)Bd(y — yo) B(x — z0) (2.36) 


8 晒 数 在 整个 空间 的 积分 为 1, 表示 粒子 的 存在 . 另 一 方面 当 r 关 ro 时 ,6 岗 数 为 堆 . 
容易 证 明 , 有 关 8 函数 的 下 述 结果 成 立 ， 
1. 8 ~-x)=d(xr) 


2. Glar) = TIO(z) 


4. 量子 力学 


3, rir- ro0)= rox- ro) 
4. | sz — yd(y — z)dy =B(y— 2) 
8 函数 和 铺 里 叶 变换 :8 函数 的 变换 是 


58) = 志 | az -ed = A (2.37) 
因而 人 情 里 叶 遂 变 斤 给 出 
B(x — y) = 去 | ce 去 | tr 及 (2.38) 
例 题解 管 


2.1 复数 z=a+5i 的 共 固 是 4 一 5i, 记 为 z, 证 明 : 
(a) x 民 =|z|?;(b) x+z 是 实数 ;(c) zj + za 三 zi 二 zos(d) zizz 二 122;(e) |ziz2| = 
lz1| |z2| 
放 A {a) ={at+hi)(a-bi}=a+h = |rl’ 
(b) z+={a+bi)+ (a =2a 它 是 实 的 
(Cc) ztza=tath Dt (at b= a+b )+ th + ba)i 
=(at a) (b+ b= Ca b+ (a — Bi)= z+ zy 
(dj) xix =(ar toilar toi)=taa bb +t(ab tab )i 


=araz bib ~ (abs tab)i={ar bi)(as — bai) = zz 
BE 


(8) |z1 za 上 一 si za 1 32 = Ti 24 R12 = & 下 1 E22 = [zl? |xz 
， 1+i15 
2.2 计算 {了 。 
., +i T+ril+ti) 1 TFI+ti) ls fF2iN ,_. 
馈 t5 方法 a (和) -[ 寻 ] = [人 | = (要 ) = (02.2.D 
ftiY’ _ [YCeoed5 sind45 | /er ¥ 
方法 b: 过) [| (Er 
= (8) = = cog90° + isin90’ =i {2.2.2) 
2.3 证 明 两 个 线性 算 符 的 和 与 积 均 是 线性 算 符 ， 
.小 :三 假设 了 和 5 是 线性 算 符 ,于 是 有 
(T+ SNMu +t ov T(t+av)+ Su + av) = T(a}+ aT(v) + S(u) + aS(tv) 
= (T+S)(u tatT+S)(v) (2.3.1) 


及 
(TS te) 一 TS + ev)] = TIS(u) + aS(w)] 
= T[S(u)] + aT[S(5)] = (T. S)(u) + a(T- S)(%) 
{2.3.2) 
2.4 设 V 是 一 元 函数 空间 ,和 证明 微 商 是 线性 算 符 . 
部 :名 我 们 定义 了 到 六 的 映射 卫 为 


ED = f(z) 
应 江 微 积分 基础 知识 ,我 们 有 


to8) = [f+ og = fn) tar) = EN tag) 
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,的 集合 ,这 里 a, 是 复数 ,证明 
a,b) = >a 
是 Y 的 一 个 标 积 


证 迷 我 们 从 检查 标 积 所 必须 满足 的 四 个 条 件 着 手 


< Lh 
“a+a,by -= Da, + oa.)b 
1=1 
各 


(2.5.1) 
G b= ab)+ a,b) 
最 后 


(2.5.2 


.2) 
{ofsby = (ea 二 = a Va = at 


(2,5,3) 
aay = Va, 一 > la, 1 【2.5,4) 
只 要 一 个 a 不 等 于 稚 , 则 tq ,qa) 大 于 零 . 
2.6 ”如果 4 和 B 是 算 符 , 证 明 (a)(A')! = 
AA' 是 厄 米 算 符 . 
诞 琴 


A;(b) (AB)=B'iA';(c)A+A',i(A -A'), 和 和 
{a) 对 V 中 的 任意 x 和 ww, 有 


{Av smn) = (vy, Atay 
于 是 我 们 得 到 A = (41》' 


= A 0 = A) vw) = CAA)! 
(b) 对 VY 中 的 任意 4 和 %, 有 


所 以 BiA1 = 
《ce) 我 们 写 出 


vray 
Cv CAB) a) = (ABe,u) = 《Bo At 
{ABY | 


= (vu,B'iA'u) 


(2.6.1) 
{A+AT)Y = A! + (AT)! 
的 结果 


(2.6.2) 
据 (b} 有 


’ 


At+A=A+A! 
这 里 ,我 们 应 用 共 枉 的 和 是 和 的 共 斩 这 一 事实 ,(4+B)+ = 及 1 + B! ,该 事实 容易 验证 ,我 们 再 应 用 {a) 
[i(A -A = 开 A 一 +) 


2.7 


Al ~ A) = i(A — A!) (2.6.3) 
这 里 我 们 还 使 用 了 这 样 一 个 事实 ,复数 的 共 辊 与 将 其 共 罗 作 为 算 符 是 完全 相同 的 , 即 =* =, 最 后 , 根 


{AAT)! 二 (ATITA! = AT 
证 明 厄 米 算 符 的 本 征 值 是 实数 


证 3 设 4 是 T 的 本 征 值 , 旦 工 = ,对 V 中 的 任意 v 有 


(2.6.4) 
AbD, v= Ausv) = (Tv,v) = (ov, Tw) = (vAv) 
一 《yo = A vy (2.7.1) 
因为 (vw,v) 是 正 实数 (vw 关 0) ,于 是 有 A = ,这样 4 是 实数 .因为 这 些 本 征 值 可 以 代表 物理 量 所 以 厄 米 
算 符 本 征 值 是 实数 就 非常 重要 . 
2.8 证 明 厄 米 算 符 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 是 正 交 的 . 
是 习 设 Tv=Aw Tw ku， 这 里 A 考 jp， 有 
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2.9 


2.10 


2.11 


2,12 


2.13 


Mv nu) = hvu) (Ta = Cy, Tn) = Cv, Tu) (2.8.1) 
= vu) 一 下 

于 是 Qi) vn) = A- (vu = (2,8.2) 
(因为 全 是 厄 米 算 符 =) ,但 2 一 了 0, 因此 (2,u) =0 即 % 和 uw 正 交 . 
证 明 厄 米 . 反 尼 米 和 人 么 正 算 符 是 正规 算 符 ， 
. 读 :， 如 果 工 = 了! 干 是 TT'= 了 = T2 ,同样 ,如 果 工 = 一 71, 干 是 了 T+= Ti 了 = - T2 ,如 果 
工 是 么 正 算 符 ,那么 对 Y 中 的 任意 4,wv, 都 有 (Ta, Tv) = tn,v)》, 应 用 共 红 算 符 的 定义 ,并 取 = wv, 我 
们 得 到 

uuy = Ta, Tu) = Cu, TTIn) {2.9,1) 
所 以 ,对 中 的 任意 xz ,都 有 

Cu - TT) = (2.9.2) 

因为 [一 了 TT' 是 厄 米 算 符 , 随 之 有 I- TT” =0( 斌 证 明之 ). 这 就 完全 证 明了 了 是 正规 算 符 ， 
令 是非 零 平方 可 积 单 变量 连续 复 函 数 的 空间 ,对 任意 一 对 函数 ,定义 


(1.8) = | f(x) Bds (2.10.1) 


证 明 ; 对 该 定义 ,V 是 标 积 空 间 . 
:证 22。 我 们 必须 核查 如 下 的 条 件 : 


(pg) =| A) gad = | g(x) Fzjdr = 人 万 (2.10.2) 


CH 四 = 人 LA) + Fad = | fz) Fjdz + | f(z) Uzjdz 
= Af,87 + Af ,8) ‘2, 10.3) 


of) = | aflz) glzjdz = af f(z) Eli)dr = olf,8) (2.10.4) 


f= | Fl) Pdz 


因为 了 是 连续 的 且 在 一 个 邻 域内 了 0, 其 积分 也 不 为 等 ,因而 (f, 让 才 0 
证 明 (a) 对 YY 上 的 任意 ,如果 (a ,ay= (vw) 则 =w 
(b) 如 果 工 和 3S 是 Y 中 的 两 个 线性 算 符 ,并 对 V 中 的 任意 za 都 满足 (Ti vw) = 
《Su ,oz), 那 么 工 = S. 
Ei 《al 条 件 (v,u) = 《vw,w) 意 味 著 对 V 中 的 任意 w 都 有 (oz - 志 ) =0, 特 别 地 , 如果 
v 二 ww 一 忆 , 我 们 得 到 
(ua— wu w=0 (2.11.1) 
因而 # 一 思 =0 即 w=w 
fb) 根据 (a) ,对 中 的 酝 意 忆 、w 条 性 (Tw ,ay = Sw,w) 都 意味 着 Tu= So 即 工 = S， 
令 A 和 B 是 厄 米 息 阵 ,证 明 ; 当 生 仅 当 AB= BA 时 ,A 和 日 可 以 同时 对 角 化 { 即 , 对 同 
一 矩阵 [) 
竹 镶 设 UAU-1= Di,UBU-I- D, 这 里 D, 和 D, 是 对 角 算 阵 .所 以 UCAB)U"' = AL 
UBU =D,D,=DD,= UBUT' UAU™ = U(BAIU! (2.12.,1) 
在 上 式 两 边 右 莱 U 左 冬 [7-! ,我 们 得 到 AB = BA. 
反 向 的 证 明 留 给 读者 ,这 一 结果 在 量子 力学 中 是 非常 重要 的 . 
证 明 人 么 正 算 符 本 征 值 的 模 为 1. 
证 .给 设 全 是 必 正 算 符 , 令 sz0 是 属于 本 征 值 A 的 本 征 矢 便 , 于 是 


ee rp mpi 


pr 
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(yo) = (To, To) = (Av Mr) = 有 (oo (2.13,1) 
所 以 所 = |4|:=1, 《2.13,2) 
2.14 设 了 是 可 积 隔 数 ,(a) 如 果 4 关 0 是 实数 , 且 g(x)= 了 (ax + yy), 证 明 
1 天 
G(R) = ee (证 (2.14.1) 


这 里 下 和 GG 分 别 是 函数 广 和 g 的 傅 里 叶 变 换 . (8b) 证 明 如 果 xf 也 是 可 积 函 数 ,那么 
F{ 天 ) 是 可 微 精 数 , 量 
F[IF (x)] = FL irxf(zx)] {2.14.2) 


: 征 喀 (5) 按 定 义 


G2) =| gle de -| fOrt yewdr= | fart eee acar + y) 


= Te | fe ds = 工 epF[( 定 ] 


(2.14.3) 
(b) 考虑 表达 式 
FE+ 2 — FRY _ 声 | fe™ (< ax (2.14.4) 
取 极 限 lm (全 一 1 ) = - 江 我 们 得 到 
FLF (2)] = | -iaflr)e de = PE- ixf(z)] (2.14.5) 


如 


2.15 证 明 (a) F[8(x ~ z0)]=F[8(x) le *;(b) F[a(ar)]=aF[8(2)}]. 
:证 暑 ”。 (a) 根据 定义 
Fla(x -0)]=- 志 | Mx 一 ge dr = 启 | 3we wed 二 F d(x)]e*o 
{2,15.1) 


人 Fla(az)] = - 声 | er)e war = 声 [" la)ewede -lp[3(£)] (2.15.2) 


补充 习题 


2.16 证明 :复数 的 三 角 不 等 式 , 即 | z++x;| 志 |z,|+ |z,| 
2.17 证明: 矢量 (1,1,0),(0,0w2) 和 (i,i,i) 在 复数 域 上 线性 相关 . 


0 1 
2.18 求 出 矩阵 4 = 1 | 的 林 和 条 和 本 征 内 是 (提示 ;如果 :是 本 征 人 ,对 革 z 天 0 有 Avw= ip, 或 (4 


-内 )=0, 这 意味 着 行列 式 |(4 -a1)| =0, 解 此 方程 求 ,然后 代入 并 求 v.) 
1 1 
sx neo |] | 
1 | 
2.19 证 明 :; 矩 阵 


《2.19.1) 


ET ee te ee ee ee ta oe ee eT 


"8: 


2.20 


2.21 


2.22 
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是 么 正 矩阵 .如果 = 人 ” } 是 该 平面 上 的 矢量 ,wu Ta 的 几何 解释 是 什么 ? 


证 胃 : 序 列 | 起- 上 sinke ,由 sin2he，…, 直 cosho ,二 cos2ha,… | 是 正 交规 一 化 的 


考虑 医 次 小 于 或 等 于 ”的 多 项 式 空间 ,我 们 可 以 将 每 个 多 项 式 
PX) 二 8 十 国王 十 二 ol 作为 C 的 向 量 (anal as) 


事实 上 , 它 是 bz) 对 于 基 |1,z，…，z| 的 表示 , 算 符 二 对 这 些 基 的 表示 矩阵 是 什么 ? 
0 1 0 … 0 
0 0 2 … 0 

符 案 |: :1 1 

0 0 0  n 

0 0 0 … 0 

求 出 e“ “的 傅 里 时 变换 . 

答案 F(i)=e 2 

(a) 求 冰 数 f(z) = 23 荆 ,(0<x<2x) 的 傅 里 叶 级 数 ; 


(b) 应 用 (ay 的 结果 ,证 明 :于 有 


x 一 ct sin(nr) 
答案 (a) = 之 一 Se 


ET hn NET Tr HE hv 
， 了 四 后 ™ “mn 区 


第 三 章 . 芍 定语 方程 及 其 应 用 


3.1 单 粒 子 波 酉 数 


在 蜡 子 力学 中 ,单个 粒子 是 用 波 晃 数 ptr ,+) 来 描述 的 , 它 包含 在 时 刻 i .该 粒子 空间 状态 
的 有 关 信 息 . 波 函数 是 三 个 直角 坐标 x+ ,y,x 和 时 间 t 的 复 函 数 . 波 函数 的 解释 如 下 :在 时 刻 ， 
粒子 出 现在 位 于 点 + 处 的 体积 微 元 d -= dzdydz 内 的 概率 dP{r,:) 是 


dP{r,e) = Cly(r,2) | dr (3.,1) 
这 里 C 是 妇 一 化 常数 ,在 时 刻 1, 在 空间 各 处 找到 粒子 的 总 概率 是 1 ,内 击 


ja = 1 (3.2) 


根据 (3. 1) 和 {3.2) 我 们 结论 如 下 ; 
(a) 小 函 数 多 Pt 必须 是 平方 可 积 的 , 即 


yr dar (3.3) 


有 定义 
(b) 妇 一 化 常数 由 关系 式 


= gr, ler (3.4) 


给 出 , 当 C=1 时 ,我 们 说 波 函 数 被 归 一 化 了 . 波 函 数 罗 (7 ,1) 必 须 在 空间 各 处 有 定义 和 连 
续 ”， 


3,2 落 定 谓 方 程 
考虑 质量 为 mm 的 粒子 受 势 w(r,z) 的 束缚 , 波 函 数 随时 间 的 变化 遵从 茧 定 户 方 程 
i EE =- 站 -和 re) + Vr Yrs) (3.5) 


这 里 9 氟 拉 普 拉 其 算 符 3 7 + + 之 7, 注意 帮 定 刘 方 各 的 隐 条 重要 性 质 ， 


(a) 茧 定 谓 方程 尾 y 的 线性 齐 次 方程 . 因此 ,大 加 原理 成 立即, 如果 《7,1) ,yo(r,1),…， 
妈 《7 ,站 是 醉 定 请 方程 的 解 ,那么 


也 是 方程 的 解 . 
(b) 莅 定 油 方 程 是 时 间 的 一 阶 方程 ,所 以 ,时 刻 xs 的 状态 决定 其 后 所 有 时 闻 的 状态 . 


3.3 不 含 肝 势 中 的 粒子 
粒子 受 不 含 时 热 的 束 线 , 其 波 欧 数 满足 藤 定 泡 方程 ， 


# 这 个 说 法 并 不 确切 ,实际 上 波 消 数 可 以 在 可 列 个 点 上 没有 定义 一- 泽 首 注 ， 


*20 
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流 2 二 = 去 vr) + Vr gr,t) (3.6) 


做 分 离 变数 (7 ,2) 一 $(r)x (1), 我 人 有 x(1)=Ae “(4 和 均 为 常数 ), 这 里 #7) 必 
须 满 足 方程 
Er) + Vr) = aflr) (3.7) 


这 里 fiw 是 状态 的 能 量 EE( 参 看 例题 3. 1) ,这 就 是 定 态 的 其 定 调 方程 ,这 里 形 为 
rt) = lr)e = $(r)e Ei {3.8) 


的 波 函 数 称 为 蓄 定 调 方 程 的 定 态 解 ,因为 在 这 种 情 帝 下 ,概率 密度 不 依 就 于 时 间 [ 参 看 问题 3.1 
(b)]. 设 在 时 间 :=0, 我 们 有 


Pr.0) = Dp lr) (3.,9) 


这 里 和 (7) 是 定 态 解 《7,1)= $Cr)e “的 空间 部 分 .在 这 种 情况 ,根据 委 加 原理 ,yjy(r ,0) 时 
间 演 变 由 


Br) = DB (re (3.10) 
来 描述 ,对 于 自由 粒子 ,我 们 有 V(r,:) 二 0, 形 为 
Pr,t) = ee (3.11) 


的 解 满足 薛 定 齐 方程 .这 里 A 是 常数 , 和 w 满足 关系 式 w = 坛 */2m ,这 种 形式 的 解 称 为 平面 
波 .注意 ,因为 这 个 yr ,z) 不 是 平方 可 积 的 ,它们 不 可 能 严格 地 代表 一 个 粒子 ,但 在 男 一 方面 ， 
平面 波 的 登 加 可 以 产生 一 个 表达 式 , 它 是 平方 可 积 的 ,因而 能 描述 粒 于 的 动力 学 性 质 . 形 为 


pir,t) = wm) se gg (3.12) 
的 波 函 数 称 为 波 包 ,我 们 经 常 研 究 一 维 流 包 


pr,t) 一 | 一 g(k)elt we] 天 (3,13) 


2 
3.4 ” 波 函 数 的 标量 积 算 符 
对 于 每 一 对 波 函 数 ,我 们 用 如 下 的 定义 将 一 个 复数 与 它们 联系 起 来 ; 
($0) = |$° (ry rer (3.14) 


这 里 (gp, 如) 是 g(r) 和 y(7) 的 标量 积 (参看 第 二 章 ). 


一 个 算 符 4 作用 到 波 函 数 y5(r) 产 生 另 一 个 波 函 数 y (7). 如 果 这 种 对 应 是 线性 的 , 即 对 
任意 复数 a, 和 wz ,都 有 


Ala gtr) +t opalr)] = a Api (lr) + asAp lr) (3.15) 
那么 算 符 4 就 称 为 线性 算 符 .有 两 组 算 符 是 非常 重要 的 : 
(a) 空间 算 符 和 .了 和 2Z ,定义 为 
Kp (x, yt) = xp(r,y,z,t) 
wom = yr yr,t) (3.156) 


Zor sy et) = (zy 
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(b) 动量 算 符 p, ,p, 和 轧 , 定 尽 为 


四 3 
polrsysest) 二 本 Fr (Ty, £) 
1 }= 上 直 忆 ( 2) (3.17) 
下 人 YY EA TY 
让 人 (yz 一 ry rt) 
算 符 A 在 态 y(r) 的 平均 值 定义 为 
(4) = [yg FAY Er (3.18) 
均 方 差 定 义 为 
AA = vA) — (AY {3.19) 
这 里 A!: 是 算 符 4 .和 
考虑 称 为 粒子 哈密 顿 量 的 算 符 , 它 被 定义 为 
下 =- 让 gx Vlr,) = 站 + V(r,t) (3.20) 


这 里 p* 是 算 符 p? + p? + pi 的 缩写 .应 用 该 算 符 公 式 , 芒 定 请 方程 写成 
法 or = Hy(r,t) (3.21) 
如 果 势 能 是 时 间 无 关 的 , 定 态 解 必须 满足 方程 


Etr) = Ef(r) (3.22) 


这 里 EE 是 实数 , 称 为 态 的 能 量 .方程 (3. 22) 是 算 符 互 的 本 征 值 方程 , 算 符 五 作 用 于 本 征 函 数 
$(r) 产 生 网 样 的 函数 乘 以 相应 的 本 征 值 EE. 因 而 ,容许 的 能 量 就 是 算 符 瑟 的 本 征 值 . 


3.5 概率 密度 和 概率 流 
考虑 一 个 用 归 一 化 波 函 数 y(r,z) 描 述 的 粒子 ,概率 密度 定义 为 


pfrt = | yr,2)l? {3.23) 
在 时 刻 1, 在 位 于 + 的 淆 限 小 体积 元 由 x 内 找到 粒子 的 概率 dP(r,t) 等 于 
dP(lr,t) = plr, tdr {3.24) 


Plr7 ,二 ) 对 整个 空间 的 积分 在 所 有 时 间 痢 保持 常数 .注意 ,这 并 不 意味 着 在 任何 点 ; 处 概 
率 密度 p(r,z) 一 定 是 时 间 无 关 的 .更 何况 局 部 的 概率 守恒 还 可 以 用 连续 性 方程 的 形式 表示 


Se) vy. r,t) = 0 (3.25) 
这 里 J(r ,i) 是 概率 流 ,定义 为 


Tm) = oly (V8) — yA08°)] = BRel vy (EF vy) 


24, 


| (3.26) 
考虑 空间 被 执 听 ,或 势 全 隔 开 的 两 个 区 域 ,这 两 个 区 域 的 势 为 肖 数 ,参看 图 3-1 
我 们 定义 透射 和 反射 系数 如 下 :假设 粒子 (或 粒子 流 ) 从 区 域 了 穿 过 势 阱 (成 势 急 ) 到 达 区 


。 域 下 .在 一 般 情况 , 定 态 波 函 数 将 包括 三 个 部 分 , 在 区 域 : 态 由 概率 流 为 矿 的 人 射 波 和 概率 


YY EEE tn pe rE pa Ch ee 


pa -nz 


Tr 
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Ax} Vx) 


个 ， (b) 


图 3-1 (a) 势 阱 i(b) 势 鱼 


流 为 Js 的 反射 流 组 成 .在 区 域 开 有 概率 流 为 J 的 透射 波 . 


反射 系数 定义 为 
R= 子 (3.27) 
透射 系数 定义 为 
T= 六 (3.28) 
例 题解 答 


3.1 考虑 一 个 粒子 受 不 含 时 势 tr) 的 束缚 .(a) 设 粒子 的 态 用 形 为 ytr,1) = ptr)x(i) 的 
波 函 数 描述 .和 证明 x (x)=Ae “(A 是 常数 ) ,而 内 mr) 必须 满足 方程 


EB) + VBC) = hadlr) (3.1.1) 


这 里 mx 是 粒子 质量 , (py 证 明 (a) 中 若 定 词 方程 的 解 导致 时 间 无 关 的 松 率 密度 . 
让 (6) 我 们 将 (r,t) =#(7)x(1) 代 人 本 定语 方 和 
g(r7) SD = (| -A vB) ]+ x VE gr) (3.1.2) 
在 波 汪 数 不 为 零 的 区 域 ,(3.12) 两 边 同 除 以 $7)x() ,得 到 
让 -+ ve (3.1.3) 


方程 (3.13) 的 左边 只 是 时 间 + 的 函数 ,和 > 无 关 . 另 一 方面 ,方程 的 右边 仅 是 > 的 函数 .因而 (3.19) 的 
两 边 既 不 依 闫 于 r 又 不 依赖 于 : ,因而 只 能 是 常数 ,为 方便 令 其 等 于 如 ,所 以 


这 zn 2 = i Any) = 各 和 
于 大 
ix 人 (站 = | -id =-iac+Cex( = Ae™ (3.1.5) 


这 里 4 是 常数 .将 r(z) = Ae- 代 人 (3.13)9(r) 必 须 满足 方程 
-所 Sm + VO Br) = lo 人 (3.1.6) 


(b) 对 于 形 为 ptr,t) 一 rye “的 波 函 数 ,概率 密度 由 下 式 定义 : 
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ptrst) = | 人 ri = [pire [$ne™] = tr)e™$’ (tr)e™ = | gr}|: (3,1.7) 
我 们 看 到 概率 密度 不 依赖 于 时 间 ,这 就 是 我 们 这 类 解 为 “ 定 态 " 的 原因 
3.2 考虑 两 粒子 一 维系 统 两 粒子 质量 为 mi 和 om; ,束缚 两 粒子 的 势 仅 依赖 于 两 粒子 之 间 的 
路 离 x - *z, 哈 密 顿 量 为 
pi 
2m1 


(a) 用 新 变数 > 和 写 出 薛 定 请 方程 ,这 里 


p32 


2 xr2) 【3.2.1) 


五 = 


z = zi - 心 (相对 虑 离 ),X = 2 所， 心 坐标 ) (3.2.2) 


11 十 玉 


(b) 用 分 离 变 数 法 求 质心 和 粒子 相对 距离 变化 所 满足 的 方程 .解释 你 的 结果 
解 晤 以 zl 和 zs 为 自 变量 , 双 粒 于 的 波 函 数 所 满足 的 辞 定 计 方 程 为 


E 二 
1 re) :1) 一 Cl 9 了 ,£) 一 一 2 站 
一 上. 3? 站 汪 5 | VExL — XI (TL E21t) (3.2.3) 
为 了 变换 到 自 变量 = 和 X ,我 们 必须 用 新 变量 表示 给 商 ?12zt 和 ?及 芭 我们 有 
dr _ Ix 3 1 xX _ mm 
azi -1 dx ” dz Pil Tm x2 Wt 二 (3,2.4) 
于 是 ,对 任 间 函数 Fix :x2 ) ,我 们 得 到 
9f(xi,xa) _ af(x,X) a (zx.X) aX _ 9f(r.X) | 2 xX) 
于 = zx B+ 和 az 一 A + 两 | 有 {3.2.5) 
同样 
aftxi yt) af 区 )】 3 } 2x,X) 3X _ aflz, X) m2 af{z,X) (3.2.6 
arx dx 3 aX 3zy 一 dx + mm 十 m2 3 及 -2.6) 
或 
9 _ 2 3 | 可 局 mr 过 
Axl dr mi t+ me GX 9X dr 1 二 ax (3.2.7) 
对 x, 和 za 的 二 阶 导数 ,有 
¥ 3 mr 9413 me EE 
EE (并 十 1 二 二 冯 ) 六 十 镶 1 下 二 疯 ) 
(3.2,8) 
-2 Mm 9.9 | mi 3 8 说 1 ? 丈 
3z7 Mi + m;: 9x 3 mi + nz OX 9x (5 BE 
对 于 zi 和 zs 两 者 , 波 函 数 必须 是 光滑 的 ,于 是 我 们 可 以 交换 微 商 次 序 并 得 到 
FT _ 羡 DL 2 92 2m a 总 
3 5 而 了 dX ax (3.2.9) 


a ( a mi 2 }{ 3 7 a Ea 7 8 2 
= [一 二 + 一 二 十 2 }= ( 7 ) 2 m2 9 
az ar mi 二 m2 9 人 3z mil 二 13 9X dr + mi tml 3X mi +m; 9X ar 


(3,2.10) 
将 (3.2.9) 和 (3.2.10) 代 和 人 !3.2.3) .我 们 得 到 


加 ( ml ) 下 + 2 日 
zm dx \m tml) IK mm + mi a 到 Pir Xt) 


EE er en ee eT re Eg ht 
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NT m2 2m: 9 | 
二 -| 这。 + (元 ee 3 PTR + Ver ptr Xt) 
1 For, XX,t) | 1 ) 志 
= 号 ( 二] 下 + Vx)plr, Xi) Tm rm FR Et) 
(3.2,11) 


(b) 国 为 哈密 顿 量 是 时 间 无 关 的 , 令 jr, 半 ,#) 二 $(x, 半 )r(t) (我 们 分 离 时 间 变 数 和 空间 变数 ,参看 
问题 3.1). 定 访 部 分 $8(x ,XX} 满 足 的 方程 是 fF(z, 六) = 二 bw(z, 攻 ) ,这 里 下 是 总 能 量 . 代入 
{3.2.11) 我 们 得 到 


(mt me) EX) vos)glz,X) (ot) eX) = Eoag(z,X) 


2 Hl Wty 2 TE] 十 Li EE 
(3.2.12) 
做 分 离 变数 由 了 X)= EX) (3.2.12) 变 为 
下 1 fm tm Fé(T) | 1 rxX) 
2 El 2 EE + Vz) 2 nt) mi 十 m2 3 + Ew (3.2.13) 


方程 (3.13) 的 左边 仅 依赖 于 z , 男 一 方面 ,方程 的 右边 仅 是 X 的 函数 .因而 方程 的 两 边 嗓 不 依赖 z 也 
不 依 颠 怀 , 因 而 ,两 者 只 能 等 于 一 个 常数 .我 们 得 到 


1 1 Fox) 
2 wR m+ mm aX 


仔细 审查 ,就 得 到 绪论 , (3.2.14) 正 是 质量 为 mi + zm, 的 自由 粒子 的 定 态 波 函数 所 满足 的 方程 , 即 


让 1 Fz) 
和 Ear) (3.2.15) 


注意 ,相应 于 双 粒 子 质 心 的 波 函 数 如 间 质 量 为 m + zy 能 量 为 已 ,的 单个 自由 粒子 波 本 数 . 这 一 结果 
完全 和 经 典 捕 况 相似 . 回 到 (3.2. 13) ,两 粒子 相对 位 置 的 方程 是 


二 {a + ma )2-é(¥) 
Pi 2 ar: 


2 
方程 (3. 2.16) 规 定 了 质量 为 (m; + ma)fmi mm , 受 势 VCz) 束 缚 .并 具有 总 能 量 Es - EE. 的 粒子 的 定 
态 流 丁 数 .因而 了 粒子 的 相对 位 置 ,其 行为 如 同 有 效 质 量 为 2 一, 能量 为 Pu - ,被 有 效 势能 


V(z) 束 缮 的 单个 粒子 .这 一 结 淋 也 和 经 典 情况 相似 . 
考虑 一 个 质量 为 mm 的 粒子 被 限制 在 有 限 的 一 维 势 阱 V(z ) 内 ;参看 图 3-2. 证 明 


(a) 又 芝 = 人 和 (b) 凤 闻 = ( - 朱 ), 这 里 z 和 户 分 别 是 粒子 从 标 和 动量 的 平均 值 ， 


= FE, (3.2.14) 


+ VEOr)ELT) = Ev -— Eo (3.2.16) 


而 《~ 人 是 作用 在 粒子 上 的 力 的 平均 值 .这 一 结果 可 以 推广 成 另 一 类 算 答 , 并 称 为 
Ehrenfest 定理 ， 


Mx) 


VVY 


图 3-2 


证。 很 设 适用 于 粒子 的 波 函 数 为 yz,1). 则 醉 定海 方程 是 


ER 


i ER 


se 
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dwtr,r) 下 本 (zt 本 3.1 
Fy = 2 iV(z)y ,4) (3.3.1) 


其 共 轿 方程 是 


ap" (wt) ih Op rt), i 。 
3 -2 元 tv (x,t) 


[ 注 ,我 们 假设 V(z) 是 实 画 数 ] 积 分 ，| JCz,1) | ?dz 必须 是 有 限 的 ,于 是 我 们 得 到 
lim | $x,2)1? = lm |g(z,0)0 =0, lim ED = lim Et) = 0 (3.3.2) 


I 


所 以 《x) 的 时 间 柚 商 是 


* ” dp" (x,t) ~ dg(z,t) 
de) = 二 | (CQ -| (tdz + (zz FE de 


(3.3.3} 
将 其 定 混 方程 及 其 共 思 方 程 代入 上 积分 给 出 
de 一 艺 | Te Ft wp, bdz+ 志 | pb (rt Vir) ptr,t) dr 


+ 起 |[. "rt)z Ea 4]- [yp Co) Va) Gas dz 


-此 器 | dap, de ~ [WE (3.3.4) 
分 部 积分 给 出 
dr =- 起 im| [于 Lz: Dg, 5] pe] dz 
-|y° (xz,t)x 2 全 é 3] + :号 [p(xt) ] Sst)ar | (3.3.5) 


应 用 (3.3.2), 第 一 项 和 第 三 项 等 于 零 ; 于 是 ,我 们 有 
Kz) -这 jm -| EAE) 1az - aaa 


3m i 
1 ED ae + | p° (2,0) 3a)a: | (3.3.6) 
最 后 ,第 一 项 分 项 分 部 积分 给 出 
de = - 范 甸 | - [6 (zp)] 1',+ 2 yp zn) az | 


SIN Ero 
= 去 | pb Cx,t) > dr = Tp) (3,3.7) 
b) | 
dptx,t) 
dp -了 |- re 


= 二 广 sx) uo zd (3.3.8) 


因为 &zx,z) 具 有 光滑 导数 ,在 第 二 项 可 以 交换 对 时 间 和 空间 的 求 导 次 序 . 应 应 用 薛 定 齐 方程 ,(3.3,8) 变 
为 


2 “oo 2 en 
dp 加 9 多 dr wy (x,2) dc 


+ 也 | 人 dz -| go) LV) Ys) ds (3.3.9) 
第 一 项 分 部 积分 给 出 


26， 


3.4 


量子 力学 


i Ot) fri) ,fag (rt) og(r, et) ‘39 (x) Fs 2£) 
1=| a 和 dz = [于 | | oaz| 


一 上 dr dx ar 
(3.3.10} 
应 用 (3.3.2), 我 们 得 到 
. ‘ ag” (0) 2) 
I= ma| _。 3 dz | (3,3.11) 
再 次 分 部 积分 ,给 出 
r= jm|- [ye SS] + + y's saz | = "(zt) ot )ir 
{3,3.12} 
回 到 (3.3.9) ,最 后 我 们 有 
2 =[. Vr)y (zz Etar -| yt ( 工 ， EA tydr 
-Ty Ca VC) Egy =《- 于 》 (3.3.13) 


考虑 波 函 数 V(r,z ) 措 述 的 粒子 ,计算 时 间 偏 导数 22 人 7 对 ,这 里 p(r,:) 是 概率 密度 ,证 
明 连 续 性 方程 26 全 : 吕 + 了 .Jr,z) = 0 外 正确 的 ,这 里 了 (r, 已 是 概率 流 等 于 虐 Re 
[人 
这 过 :应 用 旋 定 请 方 各 

i ED = vag) + Vr prt) (3.4.1) 


假设 T(z) 是 实 函 数 , 薛 定 请 方程 的 共 斩 方 程 是 
一 凡人 - vy Cr ot) 十 Vr)g" (r,t) 


根据 plr,+) 的 定义 ,p(t = ryt) gr,t), 所 以 
2 = rt) + (r,t) 2 (3.4.2) 
应 用 (3.4.4 及 其 共 恩 ， 我 们 得 到 
Se [a vg Cr gn) -HV rt) pt) - 
gr yr ty rd Vt) gt) 
= (re) VY t) ~ yr) VY Ce,2)] (3.4.3) 
我 们 使 
1 。 
T(r,t) = TRely (Evy)]= 7 -人 VHP — plrst) Vo Cr, 2)] (3.4,4) 
利用 定理 V (U4)= (WU). 和 4+ UT.A), 有 
VI) = (Vg) (V8) + p* (VD) ~ (V8) wo) plVY")] 
友 上 9 二 
= Fi (3.4.5) 
于 是 有 


ih , 


Se Ee pp me 


ee w neroyre 和 onorr mr 


patti 
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vt) =0 (3.4.6) 
3.5 考虑 波 函 数 
plz) = [AeM + Be wit ]er om {3.5.1) 
求 出 该 波 函 数 相 应 的 概率 流 . 
: 共 本 :概率 流 定义 为 
zt = (yp -YYy) (3.5.2) 


y 的 复 共 赤 是 (zx,t)= (A' er + em er em; 于 是 直接 计算 得 到 
jt) [A ee Br en) (Ae -ae 
- (- WA ee 二 Bp oa ) (Ae + Be ) | 
= 起 -50 Al— A'Be i | AB'eirit | Bl) 
—-(-1Al -A’Bet | AB’emt +|B1)] 
= AL-IBr) (3.5.3) 


注意 ,该 波 函 数 y(x,t) 表 示 沿 相反 方向 返 动 的 两 股 粒 子 流 的 又 加 .每 股 粒 子 流 在 大 小 上 是 常量 和 


时 间 无 关 的 .e Y pm 项 意味 善 粒子 的 能 量 是 zz/2m. 概率 流 的 振幅 是 A 和 有 
3.6 证 明 对 一 维 平方 可 积 波 包 ,有 


| i(z)dz = 2) {3.6.1) 


这 里 7(z) 是 概率 流 . 
- 涯 畏 :。 考虑 积分 | ，| (zt) 17dz ,该 积分 是 有 定义 的 ,于 是 我 们 有 lm 14(z,z)|:=0, 所 以 
[ia = fn) ED gr) ED] (3.6.2) 
分 部 积分 给 出 
| pr, ) de = im pm |[ yz,0)8° (x, | ,| et {zx ,tdz| 


Dy (3.6.3) 
因为 我 们 有 
全 jtx)dr = 去 | pp" (r,t) 主 Fz, ti) dr = 人 名 (3.6.4) 


3.7 质量 为 的 袜子 约束 在 _ 维 扫 V(z) 中 , 设 在 菜 此 区域 VL) 是 党 孝 了 ) = V 在 这 


些 区 域 , 求 (a)E>V,(b}E<V 和 (c)E =V 三 种 情况 下 粒子 的 定 态 波 函 数 ,这 里 玉 是 
粒子 的 能 量 . 


: 记 (a) 定 态 波 函数 是 方 各 


- 吉 弄 F$(r) + VHCE) = EP(z) {3.7,1) 


的 解 .对 于 巨 >V, 我 们 用 定义 让 &212z = 已 - V 引入 正 的 党 数 , 于 是 有 


2 
FF 土生 gz -0 {3,7.2) 
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该 方程 的 解 可 以 写成 
pz)} = Ae + A'e™ {3,7,3) 
的 形式 ,这 里 的 A 是 A 是 任意 复 常数 . 
(b) 我 们 用 定义 直 pf2m=V-EE 引 人 正 的 常数 p, 于 是 可 以 将 (3.7.1) 写 为 
TH pp) =0 {3.7.4) 


(3.7.4) 的 一 般 解 是 (x)= Be” + Be ”, 这 里 B 和 B' 是 任意 复 常数 . 
(0) 当 EE= V, 我 们 有 并 天 =0; 于 是 $(z) 是 x 的 线性 函数 g(x)= Ce+ C ,这 里 C 和 CC 是 复 党 数 . 


质量 为 mr 的 粒子 被 限制 在 宽 为 a 的 一 维 无 穷 深 势 阱 中 ， 


0， 于 所 x 二 
V(r) = (3.8.1) 
oo ， |x [> 


求 出 哈密 顿 量 的 本 征 态 ( 即 定 态 波 函数 ) 和 相应 的 本 征 能 量 . 
浪 关 对 z>al2 和 xz<af2 势 为 无 穷 大 .所 以 在 阶 外 不 可 能 找到 粒子 ,这 意味 营 
px > af2) = 0, tz < al2)=0 (3.8.2) 


在 区 间 - al/2&x 二 aj2 势 为 常数 , V(z)=0 因 而 我 们 可 以 用 问题 3.7 的 结果 .我 们 区 分 开关 于 能 
量 王 的 三 种 可 能 性 ,如 同 在 问题 3.7 中 (a) 一 样 , 当 王 >0 我 们 定义 正常 数 上 ,8# 有 12m = 五 ;于 是 我 们 
及 x) = Ae™ +A'e ws ,加 上 连续 性 条 件 ,得 到 


I Aer? +TA'ere = 0， [Aerop +TA'eiaz = (3.8.3) 
(3.8.3 工 ) 蒋 以 ee "得 到 4 = 一 Aew ,将 4' 代 人 (3.8.3I) 得 到 
er ~ aaap 下 《3.8.4》 


(3,8.4) 习 以 e “并 除 以 4[4 天 0, 否 则 u(z)=0], 我 们 得 到 e- -em =0. 使 用 关系 式 让 = 
cosa + isina ,我 们 有 一 2isin( ka)=0 最 后 的 关系 式 仅 当 hn = ar 时 成 立 , 这 里 = 是 整数 .另外 ,因为 六 必 
须 是 正 数 ,” 也 必须 是 正 数 .我们 看 到 粒子 可 能 的 正 值 能 量 是 

2 _ (*) _ wn 


E, = 2m 2m\a 2mal (3.8.5) 


相应 本 征 函数 是 
$x) = Aetr ~ Achie the Aoi — ries Ag [ete hy dle 
=Csin[ nr( 宇 -二 )] Cn = 1,2,°°) (3.8.6) 
其 中 CC 是 归 一 化 常数 ,由 积分 式 
= sn [a (2 -4 )]a (3.8.7) 
给 出 . 设 y= 三 - 广 , 则 dy= 坚 ,(3.8.7) 变 为 


要 = 中 sany)dy = 后 站,[1- eosl2rny)ldy = 呈 [》 -xm :| = (3.8.8) 


所 以 ,C= v2ja ,最 后 


hb rr) -V 2sn[ nz( 三 -去 )] {3.8.9) 


现在 ,考虑 三 <0 的 情况 ,如 同 问题 3.7(b) ,我 们 引入 正 的 常数 P ,让 人 2 = - 玉 . 定 态 波 消 数 应 当 是 
(I)= Ber +Be * .施加 边界 条 件 , 我 们 得 到 


a 
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I Bee+Bere =0 [I Be +Be = (3.8.10) 


{3:8.101) 怀 以 ea 得 到 上 = -em ,于 是 Ber2 -Bener =0, 属 以 we 并 除 以 8, 我 们 得 到 
1~e” =0, 因 而 2pa =0, 因 为 。 必须 是正 数 ,不 存在 相应 于 负 能 量 的 态 . 
最 后 ,我 们 考 虚 廊 =0 的 情况 .根据 三 3.7(e) .我 们 有 态 范 数 y(tx)= Cez+cC ,施加 边界 条 件 得 到 
CE+C’=0, -C+C =0 (3.8,11) 


解 此 方程 组 ,得 到 C=C' =0, 于 是 ,结论 是 :不 存在 能 量 =0 的 态 . 
参看 问题 3.8. 在 :=0, 粒 子 处 于 两 个 基态 波 落 数 线性 组 合 描述 的 态 


EDO = ag (x) + Byalx) (lal:+| 有 | = 1) (3.9.1) 
{a) 求 出 会 时 波 函 数 y(x,z) 并 计算 z 与 p, 作为 时 间 通 数 的 平均 值 . 
(b) 验证 Ehrenfest 定理 严 dz) ps) 


dr 
: 汲 旷 | (a) 考虑 问题 3.1 的 (c), 定 态 合 时 波 函 数 形 为 
pT) = br)exp(— iE, tt) (3.9.2) 
随后 ,应 用 和 加 原理 给 出 


Pr) = api(z,t) + Pplr,t) 


jw] 


计算 积分 
aa 他 这 
{x} =| y (人 LT) = | re zp (xt) + Crst) rap r,t) + Balr,t)]dr 


= lp) dtp pat) dr + 2Re[ oa° Ba (2,t)% (zt)dz | 


《3.9,4) 
分 别 计算 每 一 个 积分 
bp 4 
五 =| > | 商人 zt dz = 号 | zsn[r( 硅 一 到) jaz (3.9.5) 
设 y= 志 -二 , 则 dy= 坚 , 代 人 上 式 ,于 是 有 
6 
I= of (2y + ])sim (xy)dy = 2c| yair (ny)dy 十 中 如 {ry)dy (3.9.6) 
积分 结果 给 出 
之 。 
_ Yy sin( 2my) (2xy) ]" i ? & 
n= | 和 上 fl 学 -时 = 了 + 多 0 (3.9.7) 
重复 上 述 步 又 ,可 以 证 明 
ql2 可 了 af2 2 元 1 
了 =| = | p(x, 2) dx = Z| rs [2<( 三 ~ 万 ) Jax = 作 (3.9,8》 


注意 ,这 个 结果 也 可 以 用 丰 同 的 方法 得 到 ,函数 f(z)=sin [2x( 之 -十 ) ] 是 = 的 个 函数 


A- 站 [son( 过 -二 -= [sar( 二 + 二 汪 =-[-m(zs( 半 + 二) ao 


=[sin2r(E -4)] = pz) (3.9.9) 
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另 -方面 ,f(z)= 工 是 z 的 奇 画 数 ,因而 xsi | 2x[ 三 - 支 ] | 是 x 的 奇 孙 数 , 它 从 -of2 到 af2 积分 


为 零 , 现在 考虑 (3.9.4)} 的 最 后 一 项 


五 = a (zt 加 (Edr = 全 人 ,zsin[«(z 去 ) ]sn|2x(z ; ) jexo{ 引导 jdz 


(3.9.10) 


令 y= 王 -二 ,有 dy= drja. 再 令 w= 3 21ma? ,我 们 得 到 

I 一 Ge es + 1)sin(xy)sin(2ry)dy = ae (2y + 1) 部 [oos(ry) = cost3ry]jdy (3,9.11) 
_ l6a i 
-qe 


最 后 , 回 到 (3.9.4) ,我 们 得 到 


(z)》 = 322Re(a' pe ) = EE[Re(e" Byeos a) + Relia’ p)sin(at)] (3.9.12) 
考虑 动量 平均 值 
(Cp) = pest)de 


= ag (T+P GB (x,0)1 [a + BoE dz 《3.9.13) 


这 


分 别 计 算 (3,9.13) 四 项 的 每 一 项 
六 人 ar = [sn[x( 三 - 记 )]eos[( 主 -十 )]Jaz 3.9.14) 


sin|x( 于 -去 ) ] 是 的 个 函数 ,os| x( 二 - 村 ) ] 是 坷 函数 ,于 是 它们 的 乘积 是 奇 函 孝 , 因 而 两 者 的 
积 在 区 间 = = -af2 和 < 一 aj2 的 积分 为 等, 还 有 


(0) Dar -= 过 到 | sn[2x( 三 一 去 ) joos[2x( 三 一 序 ) ]az 


他 三 全 a 


{3.9.15) 


sin[2x( 志 -地 )] 是 z 的 奇数 ,cos[27( 三 ~ 十 ) ] 是 奇 函数 ,它们 的 乘积 是 奇 务 孝 , 因 面 ,在 区 间 
z= -a 人 2 和 = af2 的 积分 为 零 ,我 们 有 


i Rt 


-al2 


《3.9.16) 


定义 ?= 王 - 去 ,有 由 = 旦 ,积分 5 变 为 


dr i ”er 
I= ee | sin(ry)oos(2ry)dy = | ory) 一 | e™= Ee (3.9,17) 


-1 


最 后 


工 三 三 a (x) 一 一 一 2 和， iy = 开 [ sin[2x( 三 一 广 ) ee[ (三 -二 } ]evdz 


使 用 上 面 同样 的 定义 ,我 们 得 到 


2 . or | coglny) cos(dry) 1 8 
i {sin(2ry)eos(ry)dy = 一 e [- 3 |] = 一 有 8 (3.9.19) 


将 该 结果 代入 (3.9.13), 最 后 得 到 


a eT ee EE A mee : 
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Cp.) = 吃 [a'pe™ ap" er ] (3.9.20) 
(b) 在 (a) 中 ,我 们 得 到 
rE)) = ls [a op - 到 入 + apB’ op (et | (3.9.21) 
因而 ,我 们 存 
m KE = m 3 |- a Bexp( - 半 迁 ,+ op xp (站 起) |- 续 [a Pe™ — ob' e"] 


{3.9.22) 


仔细 辩 认 , 最 后 一 个 表达 式 和 《p,) 的 结果 完全 相同 ,所 以 ,对 这 种 特 萄 情况 Ehrenfest 定理 是 成 立 
的 ， 
3,10 参看 问题 3.8, 现 在 假设 势 阱 位 于 区 间 x=0 和 +=a 


0， 0 和 Ta 
V(r) = | (3.10.1) 
， 其 它 
求 本 征 态 和 相应 的 本 征 能 量 . 
第 我 们 将 势 暑 平 称 ,= .x -af2, 于 是 ,就 变 得 与 问题 3.8 完全 相同 
0， 一 号 所 主 迄 全 
TV(E) = | “ 2 {3.10.2) 
(eg 其 他 
应 用 问题 3.8 的 解 ,可 能 的 能 量 是 
EF, = 和 (3.10.3} 
PA 
这 里 ” 是正 整数 ,相应 的 本 征 态 是 
狼人 ) = 2snnx( 主 - 半 ) 《3.10.4) 


或 者 ,使 用 原来 的 坐标 ,我 们 有 


i) =al 二 sin (am - ar) (3.10,5) 


3.11 考虑 阶 财 势 (图 3-3) 


Vo x>0 
viz) -1 (3.11.1) 
0, 工艺 0 


Vx) 


乒 


图 3-3 


能 量 记 > V, 的 粒子 流 从 x = - oo 向 右 运动 , (a) 写 出 每 个 区 域 的 定 态 解 ;(b) 表 述 这 样 的 
事实 , 即 没 有 反 向 粒子 流 从 x = ce 向 左 运动 《o 应 用 衔接 条 件 ,用 人 射 波 振幅 表示 反射 和 


* 3LE ， 


Tm 


rr 


rr 


+: 
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透射 波 振幅 .注意 势 是 有 界 的 .可 以 证 明 波 函数 的 导数 对 所 有 的 z 连续 . 
解 生 ， (a) 参考 问题 3.7 的 (a) ,我们 定义 


hE by (3.11.2) 


区 域 信 工 达 们 和 区 域 卫 (zx 半 0) 的 一 般 解 是 
bi x) = A + ANe i*, $i (rx) = Aset2* + A'ye 7 (3.11.3) 


(b) 形 为 es 的 波 淫 数 代 表 从 xz= 一 吕 向 右 运 动 的 粒子 ,而 e 下 代 天 从 z= % 向 左 运动 的 粒子 .#1 (x) 旦 
两 个 波 的 选 如 ,第 一 项 是 从 左 向 右 运动 的 人 射 粒子 的 波 函 数 ,其 振幅 为 A ;第 二 项 的 振幅 为 4 ,代表 从 
右 疝 左 运动 的 反射 粒子 ,因为 ,我们 认为 粒子 从 zx= - oo 和 疝 右 送 动 ,在 区 域 开 不 可 能 找到 从 x = 吕 向 左 
运动 的 粒子 流 . 国 和 而 我 们 令 4 2 =0, 这 样 %r (xz) 代 表 透 射 粒 子 流 ,其 振幅 为 A;. 

(c) 首先 ,我 们 使 用 #{x) 在 z=0 连 续 的 条 件 ,%i (0)=g 0). 代 人 3.11.3 给 出 


A + A'l = A (3.,11.4} 
第 一 步 ,25C5) 在 z=0 点 也 应 当 连续 ;我 们 有 


9 ;i , 了 
2 C2) = iki Aen” -ikLAeL, 3 Ce) = ik ae (3.11.5) 


使 用 2 号 =? 持 (0 ,我 们 有 
斌 (4 一 A'1) = ik;As 3.11.6) 
代 人 有 4 ,给 出 内 十 六 和 ={A) — A kk 了 


A _ 中 1 让 2 
所 二 居 (3.,11.7) 
最 后 ,将 (3.11.7) 代 人 (3.11.4) 得 到 A， (各 下 ) 二 AA; ,因而 
1 2 
AA: 28i 
AL 一 二 十 下 (3.11.8) 


3.12 参考 问题 3.11,(a) 计 算 区 域 1 和 区域 开 中 的 概率 流 ,并 解释 每 一 项 . (b) 求 出 反射 和 透 


射 系数 . 
六 (a) 对 于 定 态 $(z) ,概率 流 是 时 间 无 关 的 并 等 于 


1(2) = 千 |[(z)252 -ytr) 邓 2] (3.12.1) 
对 区 域 I, 应 用 (3.11.3), 我 们 有 
Nz) = (A eh + AT ei) Ch A ih Alem:) 
-Alen + Ae i )(- i AT er + A e1°)] = 人 ( 4 11432127 
(3.12.2) 
位 样 ,对 于 区 域 [[ ,我 们 有 
Jr(z)》 = yA er (ika)ett” — Aei2r (— i )e 2 ] = | A 1 (3.12.3) 


在 区 域 , 概 率 流 是 两 项 之 和 , 舵 ,1411? /wm 相应 于 从 左 向 右 的 人 射 粒子 流 ,而 - 了 sa | 对 mm 相应 
于 反射 粒子 流 ( 从 右 向 左 运 动 ). 注意 ,在 区 城下 ,概率 流 代表 透射 波 ， 
《by 应 用 反射 系数 的 定义 ( 见 理论 摘要 ,和 参考 方程 3.27), 它 等 于 


i 


' 
| 
| 
本 
1 
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* 3 ， 


1 Am | 
R= TA 民航 F 一 Al {3,12.4) 
代 和 (3.11.7), 我 们 得 到 
{ki — ka) 4 
7 Thy th ry .25 
透射 系数 是 
A Rm 天 | A | 
TA {3.,12.6) 
代 人 (3.11.8) ,得 到 
天 2k1 旦 人 4 到] 虽 
T= (FE 二 一 (Ri hy (3.12.7) 
考虑 质量 为 m 的 自由 粒子 ,其 波 函 数 在 :=0 时 为 
p(x,0) = cr ee (3.13.1) 


计算 含 时 波 包 y(x ,zt) 和 概率 密度 |y{z ,1)|” .定性 地 描述 <0,: =0 和 :>0 时 的 概 
率 密 度 .你 可 以 使 用 如 下 的 恒等式 :对 于 任何 复数 c 和 有 ,如 果 - rm4<arg(a)<r4 则 


ep dy = 全 (3.13.2) 


J 一 加 作 


:种 欠 = 0 时 的 波 包 是 系数 为 -gre- “444 的 平面 波 ee 的 登 加 ;这 是 中 心 位 于 上 = 和 的 


高 斯 曲线 ,平面波 “的 时 间 演 化 具有 形式 see -En = gem 我 们 令 (加) 二 矶 ?12m ,于 是 应 
用 选 加 原理 ,该 包 %(z,0) 的 含 时 式 为 


te = me ee (3.13.3) 
我 们 的 日 的 是 将 积分 化 成 (3.13.2) 的 形式 ,因而 ,重新 整理 指数 项 


-和 (一 it (可 二 - (年 + 过 je (村 和 + -后 


= (2 |. + ix (Gut) ee ， 
4 2m 2(4 六) 4( 邱 + 过 ) 二 


+ 3m 
(3.13.4) 
代入 (3.13.4) 并 使 用 (3.13.2) 得 到 
a Re 2 .2 
zi = a er 人 动 (tr) 
» 2 3 Te eap 本 本 (3.13.5) 
EE m 
{3.13.5) 的 共 因 复数 是 
a kz 2 2 
人 (rz = 民 a oo 人 和) (Ee) 
3 wr fa jf exp 2 兰花 (3, 13.6) 
4 mm m 


所 以 


Emenee een Peo een me ene en me 


em 
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272 上 
” (- se ) (Se) 一 x +ia kor (2 ) — x -iatkor ， 
Fplx,t) 1 到 所 5 一 一: =—=exp|\ 2 J .2 " 和 
2 (+ 过 ]( 乞 - 洪 ) a + DR im a ZR . 
于 Imi Zom : 
| 2 2 f ak 4 让 0 
中 十 一 + 2a ( -了 ， 
NR re : mA | 
tfm a + 4 Efe : 
了 
2a27 一 am) ] 
jr TTT |- @ + dh te)mT (3.13.7) 


在 任何 时 记 1 ,概率 密度 都 是 中 心 在 zc =( 束 blr) 的 高 斯 曲线 ,( 即 小 包 以 速度 Vi = 大 ofm 运动 )， 
15{x ,2 的 值 在 :=0 最 大 , 随 :一 %“ 趋 于 零 . 波 包 的 宽度 在 := 0 最 小 , 当 上 > oo 时 赵 于 co ,参看 
图 3-4. 


RTT 


图 3-4 


Te 


3.14 考虑 矩形 势 健 (图 3-5) 


图 3-5 
0, <0 

V(xz) = 1 Vo, Oc<z<l (3.14.1) 
0, fr 


(a) 设 入 射 粒子 能 量 玉 > 访 , 从 z= 一 入射 , 求 定 态 波 函 数 , 利 用 在 z=0 和 z=/ 的 
衔接 条 忻 .(b) 求 透射 和 反射 系数 . 简 述 透射 系数 是 人 刍 宽 / 的 函数 ,并 讨论 所 得 结果 . 
孝 晤 ， (a 类 似 问 题 3.7 的 (a), 我 们 定义 


nA 23E，， = 和 全 (3.14.2) . 


汝 而 ,三 个 区 域 了 (x< 世 0)， (0< < 和 (> 的 定夺 


第 二 章 ” 冲 定 让 方程 及 其 应 用 | “ 中， 


$1 (zx) = et 十 ATe ts 
$i (zx) = Aret2T + Are “27 {3.14.3) 
$y tz) = Aaetl” + Ae 各 


每 一 个 解 都 是 代表 从 左 向 右 和 从 右 向 去 运动 粒子 的 波 函 数 之 和 .我 们 考虑 粒子 从 z= - ce 人 射 ,因而 
在 区 域 丰 没有 从 * = co 向 左 和 运动 的 粒子 .所 以 我 们 令 A3=0. 在 z=! 的 衔接 条 件 使 我 们 能 用 A; 吉 
示 A: 和 及 2.$(xw) 在 =! 的 连续 性 导出 $y (1) 二 加 (站 ,于 是 


Aset2! + ATe 2! = Ayew! (3,14.4) 
风 ( 工 ) 的 连续 性 导出 
读 Azen! 一 这: 2e ef = 记 Aael! (3.14.5) 
方程 (3.14.4) 和 (3.14. 引 给 出 


A, = | | -了 » 
2 


(3.14.6) 
2 并: 一 LF 
A = | te kt h, ; 
在 z=0 的 衔接 条 件 给 出 本 
$1{0) = $0 (OAL + A = As + A (3.14.7) : 
时 
和 : 
$10) = 天)=> 访 | A 一 话 1 A = 诈 2 A 一 许 2 和 (3.14.8) : 
于 是 ,我 们 得 到 : 
下 | + 中 2 | — 2 - - 和 
Al = 4 (3.14.9) : 
应 用 方程 (3.14.6) ,我 们 用 A, 表示 A 
[十 yf : 
41 =| 和 ear a, ; 
(十 起 证 《一 下 【有 十 岂 )? 寺 《Ck 一声)】? i 
= | A cos( 上 az) 一 | ET sin(k,£) |]; i 
Rt , 
= | use -i sin( 有 人 Jah, (3.14.10) 
间 样 ,我们 用 站 3 表示 A 
] 2 
(RI1 — Ri) + (Rk 一 下) (ki — ki) — (Ck? h2 — gt 
=| 1 2 2 coos( hy!) 十 | is GD) |4 = 1 入 下 DE Ssin( hl)erA 
(3.14.11) 


《b) 反射 系数 是 相应 的 ,反射 波 和 入 射流 振幅 平方 之 比 ( 和 问题 3. 12 比较 》 


2 


民 R= 天 (3,14.12) 
利用 (a) 的 结果 ,我 们 得 到 
ki— hi. ? 
R= < 人 ; ~ si (ka 1) (3.14.13) 
Ts .14, 
oo (hnD) + | 生 sin(kat) | 4 TR + (Ch — ki ) siny (wk, 1) 
最 后 ,透射 系数 为 
r= | 和 | 1 4 导电 
DO 种 ) sm + yin CD) 
1™2 


(3.14.14) 
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212 
透射 系数 作为 ! 的 函数 在 其 最 大 值 1 和 最 小 值 jeriz -i257 之 问 振 葛 ( 见 图 3-6). 当 上 为 对 


的 整数 倍 ,在 势 垒 上 没有 反射 ,这 种 情况 称 为 共振 散射 (参看 第 十 五 章 )， 


4 
4 -报关 


1 
i 
1 
1 
1 
中 
1 
1 
1 
1 
中 
上 
1 
1 
4 
1 


mh 2 


图 3-6 


3.15 考虑 问题 3. 44 中 的 矩形 热合 . 求 描述 能 量 马 < V 的 人 射 粒子 的 定 态 波 函数 . 
世纪 求解 方法 和 3.14 相似 .参考 问题 3.7, 我 们 定义 


2 ar Yo 一 五 
= 2 ， p= ee {3.15.1) 


区 域 T(z<0), (0<x<< 让 年 (x 之 中 的 定 态 解 是 


TT I ne NT rp rp Tt 


ICT) = er 十 六 1 则 = 让 
CT) = 六 be 十 六 je 外 {3.15.2) | 
Pu Cx) = Asert’ + A'ye ts 
我 们 描述 从 z = ~ 吕 来 的 入 射 粒子 ,于 是 ,我 们 令 4 2 =0, 利 用 = ! 的 衔接 条 件 ,给 出 ' 
$1 = (DA + Ae = Asetl” (3.15.3) 
PD) = A pe -Azer = WAserl! (3.15.4) | 
从 G3,15.3) 和 (3.15.4) 我 们 得 到 
A, = [Shen ja - [人生 so 上 (3.15.5) 
在 ==0 的 衔接 条 件 给 出 
gT(0) = 0A + A = A + A (3.15.6) 
守 100) = 央 1(0) 地 读 1 A 一 访 A'1 = pAs pA’ {3.15.7) 
从 (3.15.6) 和 (3.15.7) 我 们 得 到 
4 = a, + A (3.15.8) 


使 用 (3.15.5) ,我 们 得 到 


(i + po) {Ik ~— 0) 0 2_ .2 
A = | Oh pe 及 =- [~ 每 人 inne)+ cosh( pl) Jerihs 


dikip 4ikip ， 
(3.15.9) : 
最 后 ,考虑 透射 系数 
T= 外 ? 本 1 
ki TV = | 
! costi(p) + ( 和 地 ) sinh (A) 1+ ($e ) sinhz (a) 


(3.15.10) 


第 三 章 ” 薛 定 请 方程 及 其 应 用 37 


在 这 里 ,我 们 使 用 了 恒等式 ccsha 一 sinh ae =1, 所 以 有 


4E(Vo ~ E) 
(3,15.11) 
4E{V, — E}+ Visinh| V2 — 2 | 


T= 


我 们 看 到 和 经 典 理论 所 预言 的 相反 结果 .能 量 为 < V 的 粒子 穿越 势 又 的 概率 不 为 零 .这 一 现象 称 


为 障 道 效 应 . 
3.16 在 本 辣 题 中 我 们 研究 有 限 矩 形势 针 的 束缚 态 (参看 图 3-7) .考虑 有 限 势 阱 ,其 定义 为 
0， (zx <— al2) 
Vz} =+1- Vo, (-afl < < af) (3.16.1) 
0， (al2 < x) 
Vx) 


图 37 


(a) 对 每 个 区 域 T(z< -af2),T(-a2<z<ap2), 和 下 (ce/2<z) 写 出 质量 为 mm 能 
基 - Vi< 瑟 <0 的 粒子 的 定 态 解 .(b) 利 用 在 zx= -af2 和 z= af2 的 衔接 条 件 , 求 出 可 
能 的 能 量 应 满足 的 方程 , 画 出 方程 的 示意 图 以 讨论 解 的 定性 性 质 . 

“ 著 镶 (da 参考 问题 3.7, 我 们 定义 


— 2mE 2m(tE+ VW 
Dn 一 和 一， = te (3.16,2) 


$1 (zx) = Aer + 人 


各 个 区 域 的 定 态 解 是 


r(xz) = 有 ee + B'e 入 (3,16.3) 
$y {tr) = Ce™ + Ce 
因为 区 域 荆 和 区 域 下 $(x) 必 须 是 有 界 的 ,我 们 令 A = C =0; 因 而 
$1 (x) = 有 ee 
$1 {x) = Be + Bew (3.16.4) 
$x) = Ce 严 
(b) #z) 和 内 (和 ) 在 z= 一 af2 连续 给 出 
位 = Be ™ + Be 


aAe "hn = 法 Be “2 流明" {3,16.5) 
同样 在 x = af2 的 衔接 条 件 给 出 
Ce ™? 二 Be + B’e-iwi 
{ pCe me = ihBew — jhB ew (3.16.6) 


1 
TI | 


: 


+» 38+ 


其 子 为 学 


所 以 ,我 们 可 以 用 A 表示 BB 和 B 
有 = (5 这 ea )a,B 一 (- Te "eh )4 _ (3.16.7) 


将 (3.16.7) 代 入 (3.16.6) 得 到 


C= (Se ee )A 


2k 
(3.16.8) 
_ fet 这 ， -大 - 
~ 有 C= ( i e*)a 
将 得 到 (3.16.8) 的 非 零 解 , 我 们 必须 有 
- 旦 {人 Pe ) = (2 er + ew ) {3, 16.9) 
该 式 等 价 于 
生计 
Tl = (3.16.10) 


方程 (3. 16. 10) 是 关于 能 量 的 方程 , 因 和 依赖 能 量 和 有 关 的 常数 方程 (3. 16.10) 以 下 表 出 的 解 就 
是 财 中 的 束缚 坊 所 对 应 的 能 量 . 
我 们 变换 方程 (3.146.10) ,使 其 变 成 仅 用 表示 的 方程 .这 里 有 两 种 可 能 的 情 阅 .第 一 种 是 
I (8) = (3.16.11) 
方程 (3.16.11) 的 左边 是 模 为 1 相 角 为 - 2arctan(&1p) 的 复数 ,(p+ 庆 是 p- 达 的 复 共 绝 ). (3.16,11) 
的 右边 也 是 模 为 1 的 复数 ,而 相 角 是 rzkat -er = er =el"* 和 .因而 ,我 们 有 


won( 户 ) “(于 + 分 )>= | ( 旦 + 分 )]=- wn( 于 + 学)= ot( 委 )- ck 


《3.16.12) 
和 
tan (部 )= 扣 (3.16.13) 
我 们 定义 如 = 2 =W 不 + 页 ,这 里 局 和 玉 无 关 , 考 虑 到 
1 ka 天 2 十 了 ko 2 
ne Ca) 1+ an( 党 六 三 = ( 生 ) (3.16.14) 
于 是 方程 (3.16.11) 等 价 于 如 下 的 方程 组 ， 
kal k 
| ee( 乞 )|= 走 
(3.16.15) 
un( 和 名)>0 
这 里 ,我 们 使 用 (3.16.13) 和 {3.16.14) 时 ,p 和 大 均 为 正 数 ， 
我 们 转向 第 二 种 情况 , 即 
(8) = (3.16.16) 
类 似 第 一 种 情况 的 讨论 ,我 们 有 
- 2arotan (和) = 加 过 tan 学 =- 站 (3.16.17) 
考虑 到 
27 ka 2 ka 2 
SE ( 季 )= T 生 人 人 = 友和 和 (3.16. 18) 


EE 


a 


TR I TTT pe mp Py ren EE eh EL NE TT EE TE PL Pte rp 


a rr 
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如]1| 一 上 - 
| 甸 )| 8 (3,16,19) 


tan( 抒 )<0 


于 是 


在 图 3-8 中 ,我 们 给 出 (3.16.15) 和 (3.16. 19) 的 示意 图 . 直线 代表 /5 .正弦 曲线 代表 玛 数 | sin 各 | 和 


| 必 称 | .电线 部 分 是 关于 tan( 各 ) 的 条 件 无 法 实现 的 区 域 


区 形 的 交点 代表 用 上 表示 的 解 .从 这 些 解 可 以 确定 容许 的 能 晤 .从 图 我 们 看 到 ,如 果 < 志 nia, 即 ,如 
果 


和信 = 《3.16.20) 
27ma 


就 仅 存在 一 个 粒子 束缚 态 . 那么 ， 如 果 VW, Vo < Wl ? 就 有 两 个 东 缚 态 等 等 . 如 果 Vo > VW 1 直线 
的 斜率 1i&o 就 很 小 ,对 于 最 低 的 能 级 ,近似 地 有 


TT 


k= (n= 1,2,3,.) (3.16.21) 
因此 
mh 2 
E= mr — Vo (3. 16.,22) 


3.17 考虑 质量 为 m 能 量 上 >0 的 粒子 被 束缚 在 一 维 势 - Var-a) 中 .(a) 在 z-e 和 a+ 


s 之 间 积 分 定 态 薛 定 廖 方程 . 取 极 限 e->0, 证 明 本 征 函 数 $(z) 的 导数 在 z =a 出 现 阮 
变 , 并 确定 它 ;(b) 根 据 3.7 的 (a),$(x) 可 以 写成 


| 一 Aies 十 A'lew*, Ta 


(3.17.1) 
P(r) = Ase* 十 和 ee， TIT>a 
这 里 庆 =v 2mEj 息 .计算 由 
A, Al 
,I= MI ， (3.17.2) 
A 2 A 1 


定义 的 秆 阵 M. 
: 解 坟 、 (a) 应 用 检定 博 方程 


量子 力学 


i (x) 国 
-zm + VoBz -aldtr) = Et(r) (3,17.3) 


在 a 一 8 和 a+& 之 间 积 分 得 到 


一 趟 .| HF ar + vf Hz- ap rldr = Ef $x)dz (3.17.4) 


根据 5 函数 的 定义 (参看 数学 附录 ) ,积分 给 出 


_ 二 (dfx) _ (i 
Dm dr | te dz 


因为 丰 z) 在 区 间 [a 一 e,a + 1] 是 连续 的 和 有 定义 的 , 当 取 极限 :一 0 时 有 


)+ wwe) = EE] H(z)dz (3.17.5) 


可 二 中 一 


27 


- 直 [ im dS -im $C + wmlz)=0 (3.17.6) 
工 3pa ~ 工 史 吕 ， 


我 们 看 到 #(x) 的 导数 在 x=a 出 现 跃 变 , 它 等 于 2mVogCJ1 大 
(b) 在 z=a, 我 们 有 两 个 本 接 条 件 ,#$(z) 在 x =a 连续 给 出 


em 二 六 Ee 二 Ae 二 A (3.17.7) 
第 二 个 衔接 条 件 在 关系 (3.17,6) 中 已 经 给 出 , 代 人 玉 z) 的 表达 式 得 到 
志 (Aiikee — A ew - Aike™ + Aike wm) = VotAe + Aew) {3.17.8) 


方程 (3.17.6) 和 (3.17.7) 使 我 们 能 用 A 和 A", 表示 A, 和 入” 


= | wd _aiin : 
起 1 一 ( + 计生 坊 1 十 mE 各 1 (3.179) : 
+” m Vo ai ( 2 四 ， 
总 2 i A + 1 RA 各 1 : 
因而 ,我 们 有 人 
上 
A Ai | 
.|= MI|,, (3.17.10) | 
各 : 在 1 | 
这 里 | 
1 mVo Mm Vo -aw 4 | 
访 王  。 ;| 
MM= {3.17.11) ， 
加 mVo Zikba 1 mo 
记 让 讶 直 | 


3.18 在 本 问题 中 ,我 们 研究 被 束缚 在 周期 性 的 8 函数 势 (参看 图 3-9) 中 质量 为 wm 的 粒子 可 
能 具有 的 能 量 (下 >0) . 一 维 势 定义 为 


nd 


V(z) = 上 2 Da -na) (3.18.1) 


re 一 


图 39 
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参考 问题 3.7 的 (a) 对 于 每 一 个 区 域 2, [ma<z<(a+la], 定 态 解 可 以 写成 


$ (x) = Be ™) + Oe ™) (3.18.2) 
Ca) 利用 问题 3.17 的 结果 , 求 区 域 02, ,1 对 区 域 0, 的 关系 矩阵 
B,. B, 
= (3.18.3) 
Cl G, 


证 明 了 不 是 奇异 矩阵 ;(b) 因 为 本 是非 奇异 矩阵, 我们 可 以 求 出 秆 阵 T 的 本 征 向 量 构 
成 的 C 的 基 (b18,) ,我 们 写 出 


Bo 
= Bb + Bb, (3.18.4) 


0 


这 里 记 和 应 是 复数 ,车 要 求 1B, |? + |C,|? 当 nn 一 十 ww 时 不 发 散 ,可 以 求 出 对 工 的 本 
征 值 的 限制 .用 可 能 的 能 量 EE 表示 这 种 限制 ， 

-多久 (a] 我 们 将 (3.18.2) 中 点 (z) 和 点 (z) 的 定义 和 问题 4.17(b) 中 $(z) 的 定义 进行 比 
较 .相似 之 处 列 在 表 3-1 中 


厌 3-1 
题 3.17 题 3.18 
Al | Be wb 
A CG, etm 


B, eat le 


A Coreutay La 


2 
Vo A 


| 2 


此 外 ,两 个 区 域 人 和 口 ,边界 设 在 *= (n+1)a， 而 在 问题 3. 17 中 边界 条 件 应 施加 在 z= a 处 . 利 
用 这 一 相似 性 我 们 有 


= Be (1 -Ce (起 )e Zk atl)a 


iA 
Ce Bem (A je + Cem (I 


(3,18,5) 
+ 殉 
因而 我 们 有 
| 国 
= (3.18.6) 
Can C, 
这 里 
{1 一 2 ) 一 入。 吧 
= | (3,18.7) 
+ De (1 + 2 )s wm 
我 们 看 到 人 不 是 奇异 矩阵 ,因为 
dtT = {1+ 访 )(1- 雪 + (站)=1 (3. 18.8) 


所 以 detT 尖 0. 
《by 因为 个 是 非 奇 异 矩 阵 , 我 们 可 以 求 出 C2 的 基 (B, ,5,),C? 由 具有 相应 的 本 征 信 a， 和 az 矩阵 了 


‘42. 量子 力学 
的 本 征 向 量 析 成 .这些 本 征 值 是 三 次 方程 det(T-~ al) =0 的 解 .由 定义 
Tb 一 rb 
| | (3.18.9) 
Th, 一 站? b; 


利用 (3.18.4) 我 们 有 (对 n=1,2,…) 


网 Bo 
= TT 下 
OC, 一 


= TAb +t Pb) = Paib + Palb, (3.18.10) 


0 


考虑 


[Bol bl? (3,18.11) 


3B. 
IBl?+|C,|= | 
人 


于 是 [el 1; 否 则 lt | Bs + C1)= ,同样 ,我 们 必须 有 | as | 罕 1, 我 们 用 赂 样 的 方法 考虑 
xz 一 加 的 情况 


Bo B., 
= 和 | n= 1,2,"* {3,18.12) 
Co CC. 
所 只 
B™ Bb 8 及 
= 了” =T "(Bb + hh) = oT "Cb )] + [TT "(a b,)] 
万 ， Co 民 L 2 
= 和 皇 [T*( Tbh)] + (TT)] = A 十 入 (3,18.13) 
ul [a Ql a 
于 是 
B a 2 Bp 2 
1 Br+lC = 六 | 人 | bp: (3.18.14) 
C_, 9i 


这 样 [a | 之 1; 否 则 当 nn 一 一 oo 时 |g, (x) 发散 ,同样 我们 必须 有 | a | 沁 1， 汇总 我 们 的 结果 ,就 必须 
a1=1as1=1, 即 工 的 本 征 值 必须 是 各 为 1 的 数 , 因而 我 们 可 以 写 出 


det(T — et1) =0 (3.19.15) 
这 里 # 是 实 常 数 ,于 是 四 
[六 闻 -e+ 芒 ) 拉 -二 -= (3. 18.16) 


整理 (3.18.16) 给 出 


(+ Bz)- [i- 基 )e tt je eter - ey = 0 (3.18.17) 
或 
1 -2 cha) + dsin(ka) jet + e+ =0 (3.18, 18) 
考虑 (3.18.18) 的 实 部 
1 -2| os( ka) + 232sin( ka) Jooet + ors(2$) =0 (3.18.19) 


利用 关系 式 cos(28) - 2cos -1 ,我 们 得 到 
cosg = cos( ha) + sin( ba) (3. 18.20} 
注意 ,因为 上 = VE7 生 ,(3.18.20) 是 施加 给 可 能 能 最 三 的 限制 


cos( Ray + 7sin( ka) 雪 1 {3,18.21) 


EV pe Ty 


mam 


-rr 


Tr 


rh 


em 一 -rr 


em ee ee i ae 


Ae 


Te 
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我 们 可 以 用 如 下 图 示 方 法 表示 该 不 等 式 , 函数 
FE) = eos ka} + 3 sin( ba) (3.18.22) 


当 mm 时 其 行为 近 亿 为 cos( 起 ). 图 3-10 给 出 f(4) 的 示意 图 . 
我 们 看 到 有 一 个 被 | f() 1 尖 1 区 域 喇 开 的 可 能 能 量 容 许 带 ,因而 相应 的 能 量 玉 并 不 对 应 一 个 可 
能 的 态 . 当 EF 一 , 禁 带 就 变 得 很 窑 ,能 量 谱 几 乎 是 连续 的 . 


_ 


图 于 纪 


3.19 考虑 质量 为 m 的 粒子 束缚 在 形 为 
Vr,y,s) = Vr) + U(y) + W(z) (3.19.1) 
的 三 维 势 中 ,推导 出 该 情况 的 定 态 薛 定 兽 方程, 分 离 变 数 以 得 到 三 个 独立 的 一 维 问题 
建立 三 维 态 能 量 和 一 维 问题 有 效能 量 的 关系 ， 
解 失 在 本 问题 中 , 定 态 蓄 定 读 方 程 是 


一 A V(r) + [Vixz)+ Uy) + Wz) (lr) = EW{r) {3.19.2) 


这 里 罗 (r) 是 三 维 定 态 波 函 数 ,而 巨 是 态 的 能 量 . 我 们 假设 重 (r) 可 以 写成 更 fr) = pez)x ype) 
的 形式 .代入 (3.19.2}) 给 出 


- 才 [ (SE)x ep (jv) + s(n)xy) (FE)] 


+ [Ver) +t UCy) + Wz) I r)y(y) (2) = Es(x)x{(y) pz) (3.19.3) 
(3.19. 习 除 以 风门 并 分 离 出 对 变数 z 依赖 关系 的 部 分 ,我 们 得 到 


hh 1 pr) _ 1 yy) p(x) 
2m Bz) dr + V(x)=E [Uy) + wos) 志 (z05 和 )] 


(3.19,.4) 


(3, 19.4) 的 左边 仅 是 z 的 函数 ,而 右边 是 y 和 > 的 函数 ;但 不 依 冲 于 > 因此 ， 方程 的 丽 边 不 可 能 依赖 
于 上 ,因而 它们 等 于 一 个 常数 .我们 记 为 EF, .于 是 有 


-志和 + Y(z)g(z) = Eg(z) (3.19.5) 


我 们 看 到 8x) 满 足 的 方程 描述 被 束缚 在 一 维 热 V(z ) 中 质量 为 m 的 粒子 . 回 到 (3.19.4), 我 们 可 以 
写 出 


-邦人 U0) -EE -wo- 才 | Go6 


在 (3.19.6) 中 ,左边 仅 依赖 于 y, 而 右边 仅 依赖 于 <. 方 程 的 两 边 必 须 等 于 一 个 常数 ,我 们 记 之 为 ,， 
于 是 有 ' 


2 - 
-办 二 + Ux(y) = Ex(y) (3.19.7) 


,44 。 
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3.20 


3.23 


3.24 


了 ,站 


3.26 


因而 zfy) 是 束缚 在 一 维 势 U{ y) 中 的 假想 粒子 的 定 态 波 函 数 , 最 后 ,我 们 有 
去 二 + Wiez)p(z) = Ew(z) (3.19.8) 


这 里 上 ,= 一 上 ,一 忆 . 所 以 ,三 维 波 函 数 gtr) 分 成 三 个 部 分 .每 一 个 部 分 满足 一 个 一 维 醉 定 证 方 
程 ,三 维 态 能 晤 等 于 相应 的 三 个 一 维 定 态 问题 能 量 之 和 . E=E, + E, +E,. 


补充 习题 


粒子 具有 能 量 0< E< 人 W 的 情况 下 ,求解 3.11 和 3.12 题 . 
答案 R=1 和 和 全 =0. 
考虑 粒子 被 束 纺 在 一 维 复数 势 的 这 里 Y(z) 是 实 函数 ,上 是 实 参量 .利用 薛 定 请 方程 证 


明 : 概 率 流 j= 让 (人 亚 一 4 学 ) 和 概率 窗 度 p = y* % 满足 修正 过 的 连续 性 方程 2L + 3 


28VCDg (未 ,和 是 3 4 进行 较 
考虑 质量 为 m 的 粒子 补 训 缚 在 一 维 无 限 势 狮 中 


Vo 省 所 : 让 所 [2 
Vr) = (3.22.1) 


求 定 态 波 函 数 和 相应 的 能 量 ， 

答案 E, = 起 纪年 + Wo 相应 的 定 态 波 函数 和 问题 3.10 的 相同 . 

能 最为 leV 的 电子 过 到 宽度 为 ] 信 能量 宽 度 为 2eV 的 势 参 ,电子 穿越 势 凋 的 概率 是 多 少 ? 对 质子 重复 
同样 的 计算 ， 


答案 :对 电子 T20.78; 对 质子 T 宇 4x 1072. 
(a) 质量 为 mm 能 量 瑟 >0 的 粒子 辜 到 宽 为 7 深 为 wu 的 势 陡 ， 


0, 工 世 必 
Vir) = 41- VW, 0O<zr<! {3.24.1) 
人 0， fT 


求 透射 系数 [提示 :和 问题 3. 14 作 比 较 );(b) 如 果 对 能 量 是 lev 的 电子 凤 =4evV, 取 何 值 时 ,是 完全 
透射 ? 
答案 (a) T= I 
v 2m(tEt+Vo)! 
raBE vse 这 2 人 Yo 2 
(b) ! 伍 2.7nA, 这 里 * 是 整数 . 
一 个 电子 被 束缚 在 宽度 为 1 的 有 限 和 形势 了 中， 阱 深 为 何 值 时 ,该 电子 存在 两 个 束缚 定 态 . 


答案 过 W 秋 4T ,这 里 W = = 二 37. GeV. 


考虑 波 函 数 gz) = ,(a) 计算 归 一 化 常数 N, 这 里 a 是 实数 ， 
(b) 求 测 不 准 量 AzAp{ 在 计算 Ap 时 要 小 心 1) 


_ fj2a” _ 大 
答案 (a) N= 去 ;fb) AzA -万 : 


3.27 能 量 巨 >0 的 粒子 被 眼 制 在 势 场 中 (图 3-11) 


(一 Wo, -bt<r<b (3.27.1) 


man mep 


TE he re ET r 昌 人 计生 -nanarpiaosedicas 
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*， A5+ 


3.28 


3,29 


图 11 


证 明 ; 对 于 在 势 尝 右边 ( 即 5 万 z+ 气 4a) 找到 粒子 可 率 不 为 零 的 定 态 ,也 存在 一 个 在 势 春 左边 ( 即 
-ac<xyx 扩 一 坟 ) 找 到 粒子 的 非 学 概率 . 注意 :对 于 下 < V. 这 是 隧道 效应 的 另 一 个 例子 
考虑 质量 为 x 的 粒子 被 限制 在 一 维 无 限 深 势 附 中 : 


0, 0x<L 
Vix) -1 (3.28.1) 
ce， 其 他 


假设 粒子 处 于 能 量 为 ,= 全 二 二 的 定 态 各 (zx) =A/ 全 sin( 2 ) 计 算 ， 
(a) Cr) 和 Cp) sb) rt) 和 Oip (ec) Azhp 
9) (x) = 于 ,(p) =0; Cb) (x ) = 0 (2) (p) = (e) Arap = 


nn 工 -| 
12 2rn 


设 质量 为 mm 的 粒子 被 束缚 在 势 . 
YIz) =- VolBr}+ zr ~ ))] (3.29.1) 
中 ,这 里 1! 是 常数 , 求 粒子 的 束缚 态 . 证 明 : 能 量 由 关系 式 
sx =+ {1-2) (3.29.2) 


始 出 ,这 里 EE= 一 pj/2m,o=2mVol 


ep Ee Tr rt rr Te rp rp 
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4.1 导论 


态 空间 :在 经 典 力 学 中 ,粒子 的 位 置 是 用 具有 三 个 分 量 的 矢量 来 描述 的 ,在 量子 力学 中 , 虽 
然 仍 存在 类 似 的 描述 ,但 有 许多 重要 的 区 别 .一 个 量子 力学 体系 的 态 是 用 态 空 间 的 一 个 元 素来 
描述 的 . 态 空 间 是 一 个 抽象 的 矢量 空间 记 为 .在 狄 拉克 符号 表示 法 中 , 态 空间 的 一 个 元 素 称 
为 右 矢 ,用 符号 | 表示 . 

可 观测 量 : 在 第 一 章 中 引 人 了 线性 算 符 的 概念 . 厄 米 算 符 是 一 个 线性 算 符 , 它 等 于 它 的 伴 
随 算 符 ( 参 看 4.6 节 ). 量 子 力学 中 一 个 重要 笋 念 是 可 观测 量 . 一 个 可 观测 量 是 一 个 厄 米 算 符 ， 
对 厄 米 算 符 可 以 求 出 态 空间 的 一 组 么 正 基 ,由 算 符 的 本 征 矢 量 构成 ,如 果 态 空间 是 有 限 维 的 ， 
那么 任何 厄 米 算 符 都 是 一 个 可 观测 量 ,在 狄 拉克 符号 法 中 ,一 个 算 符 用 一 个 字母 表示 ,因为 一 
个 算 符 作用 于 一 个 矢量 产生 另 一 个 矢量 , 形 为 A1y) 的 表达 式 也 代表 一 个 右 矢 . 

对 侦 空 间 : 回 想起 一 个 泛 函 是 从 矢量 空间 到 复数 域 的 一 个 观 射 , 态 空间 e 的 对 侦 空间 由 作 
用 于 * 所 有 线性 泛 函 构成 . 它 用 符号 s“ 标记 .在 狄 拉克 符号 法 中 ,s "的 一 个 元 素 称 为 左 矢 ,用 
符号 《| 标记 ,我 们 可 以 给 s 中 的 任何 右 矢 | gp) 指 定 一 个 E 的 元 素 , 记 为 (p| , 左 矢 Co 对 右 矢 ' 
:xX? 的 作用 可 以 用 两 个 符 导 的 并 置 (qi x ) 表 示 . 根 据 定义 ,这 种 表示 是 一 个 复数 .[ 术 语 bra( 左 | 
矢 ) 和 ket( 右 矢 ) 来 自 brac Ket( 括 号 )] .es 和 se“ 对偶 性 和 中 的 标量 积存 在 密切 相关 ， 

标量 积 ;标量 积 的 性 质 搞 要 如 下 : | 


Teng rn 
站 ， 站 


CO ee ge eh 


工 ($1y)= Cy 8)" (4.1) : 
I yiat +t ag) = ALP | $1) + AAB | yp (4.2) 
I (4.3) 
《4y 1 y) 是 正 实数 , 当 目 仅 当 1 8) = 0,(y18)=0 (4.4) 
到 < 子 空间 的 投射 ; 令 |g02, 19) ,| 各 ) 是 w 个 归 一 化 的 相互 正 交 矢量 
《而 而》 = 8， i,7 = 1,2,",m (4.5) 


我 们 用 6 表示 这 m 个 矢量 所 张 的 s 的 子 空间 .到 
子 空间 sw 的 投影 用 线性 算 符 定义 为 


卫 ，= > | | (4.6) 


、etipyI8》 图 4-1 给 出 这 一 概念 的 简单 例子 . 一 组 右 矢 | )， 
_ | 1#8) ,|1$)! 是 一 组 么 正 矢量 .任意 矢量 iy) 在 1g)》 
Im 1 和 | 加 构成 的 平面 上 的 投影 由 P| y)= (( 由 |) 

| 更 十 (81))|#$,) 给 出 . 


图 4-1 
4.2 量子 力学 中 的 基本 假设 
假设 工 :物理 体系 在 z 时 刻 的 态 用 属于 态 空间 。 的 特定 右 矢 | y(10)) 定 义 ， 


假设 工 :一 个 可 测量 的 物理 量 A 用 作用 在 上 的 可 观测 量 4 描述 . 
物理 量 的 测量 :物理 理论 的 有 效 程度 始终 受到 理论 计算 结果 和 实验 测量 结果 对 比 的 检验 . 
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从 量子 力学 的 角度 看 ,物理 量 的 测量 涉及 到 三 个 基本 问题 : 

(a) 测量 的 可 能 结果 是 什么 ? 

(b) 获得 每 一 个 可 能 结果 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 测量 后 体系 的 状态 是 什么 * 

量子 力学 对 这 些 问 题 的 回答 基于 如 下 三 条 假设 . 

假设 亚 :一 个 物理 量 测 量 的 可 能 结果 是 相应 的 可 观测 量 的 本 征 值 . 

现在 我 们 在 分 离谱 情况 回答 第 二 个 问题 .一 般 的 连续 谱 情况 在 问题 4,2 中 处 理 . 

假设 丈 : 令 4 是 一 个 具有 可 观测 量 4 的 物理 量 . 假设 体系 处 于 归 一 化 态 fy} ,于 是 (yy) 
二 1. 当 A 被 测量 时 ,获得 A 的 本 征 值 a, 的 概率 Pla, ) 是 


Pla)= Yiu lg) (4.7) 


这 里 g, 是 a, 的 简 并 度 ,而 | x》| ws ),…,1 us ) 构 成 子 空间 s, 的 一 组 正 交 基 ,s, 由 A 的 属于 
本 征 值 a, 的 本 征 向 量 构 成 . 

在 问题 4.3 中 ,我 们 引信 假设 开 的 微分 公式 . 候 设 下 中 定义 的 态 空间 的 子 空间 也 称 为 与 本 
征 值 a, 连带 的 本 征 空 间 .下 面 的 假设 描述 测量 后 体系 的 态 . 

假设 V :如 果 量 A 在 物理 体系 处 于 态 | 由) 的 测量 结果 是 a, ,测量 后 的 瞬间 ,体系 的 态 由 


二 所 一 过 。 1 
| 在 与 a, 连带 的 本 征 空间 s, 的 归 化 投影 给 出 ; 即 5 19, 这 里 P, 是 e, 上 的 
投影 . 
4.3 ”平均 值 和 方差 


考虑 一 个 归 一 化 的 右 矢 描述 的 态 ,《y1y) =1, 可 观测 量 A 在 态 | 4 的 平均 值 定义 为 
(4》 = ty1ATD (4.8) 


一 个 可 观测 量 的 平均 值 具有 明确 的 物理 意义 .假设 当 系统 处 于 态 |y) ,由 算 符 A 代表 的 物理 
量 被 测量 很 多 很 多 次 ,那么 (A》; 表示 测量 结果 的 平均 值 .( 即 每 个 结果 乘 以 得 到 它 的 概率 之 
和 ). 这 种 性 质 的 偏 甘 在 问题 4.5 中 给 出 . 

可 观测 量 的 均 方 根 差 定 义 为 


AA = WA 《有 入 {4,9) 
均 方 根 差 具有 直接 的 物理 解释 . 它 刻画 了 油 量 结果 对 平均 值 (4》, 偏离 程度 . 


4.4 ”对 易 可 观测 最 


考虑 两 个 算 符 ,A 和 B. 一 般 说 来 ,表达 式 AB 和 BA 是 不 相等 的 ~ - 算 符 相 丧 是 不 对 易 
的 .量子 力学 中 一 个 重要 的 概念 是 两 个 算 符 的 对 易 子 [4 ,了 ] ,定义 为 
[4,B] = AB- BA (4.10) 
对 易 子 的 一 些 有 用 的 性 质 在 问题 4.7.4.8 和 4.9 中 给 出 ,如 果 [A 也] =0, 那 么 上 和 B 就 称 为 
对 易 算 符 .考虑 如 下 的 定理 . 
定理 当 生 仅 当 对 可 观测 量 A 和 日 两 者 存在 共同 的 本 征 值 基 , 则 A 入 对 易 . 


一 组 可 观测 量 A、B、C… 称 为 一 个 对 易 可 观测 量 的 完全 集 ,如 果 这 些 可 观测 量 彼此 对 易 ， 
并 且 它 们 的 共 辐 本 征 矢 量 存在 众 一 的 正 交 归 一 基 . 该 惟一 性 可 以 相 卷 一 个 乘 数 因子 . 


-47: 
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4.5 算 符 的 函数 
假设 在 一 个 确定 的 区 间 上 自 变量 为 x 的 函数 下 可 以 展开 成 x 的 千 级 数 


F(z) = Da (4.11) 
算 符 A 的 相应 函数 F(A) 是 用 级 数 定 义 的 算 符 F(A) ,级 数 具有 相同 的 系数 Ga 
F(A) = DaA {4,12) 
4.6 厄 米 共 国 
算 符 4 的 伴随 (或 共 四 ) 记 为 A', 对 于 每 一 个 1$) 和 |y) ,我 们 有 
(plAT lH = ($1AL1P’ (4,13) 


伴随 算 符 的 基本 性 质 将 在 问题 4.10 和 4.11 中 推导 出 . 如果 一 个 算 符 A 和 其 伴随 完全 相等 ， 
它 就 是 厄 米 算 符 :; 
A 是 厄 米 算 符 全 4= 4 《4.14) 
审 察 方程 (4.13) 不 难 发 现 , 要 得 到 任何 表达 式 的 厄 米 共 罗 , 使 用 如 下 的 步骤 就 足够 了 . 
1 常数 用 其 复 共 暂 代 幸 ; 
右 矢 用 其 相应 左 矢 代 笠 ; 
左 矢 用 其 相应 右 矢 代替 ; 
算 符 用 其 伴随 代替 . 
I ”其 倒 因 子 前 次 部 (常数 的 位 置 是 无 紧 记 的 ). 例 如 


A 1 AB | p=" Cy! BIA |S) (4.15) 
4.7 离散 的 和 连续 的 态 空间 基 
一 组 离散 右 矢 jw) ,= 1,2,…| 是 正 交 归 一 化 的 ,如 果 它 满足 下 面 的 关系 
Cul) = 6 (4.16) 
对 于 一 组 连续 的 右 秋 [mw ) ,4 坊 a 志 1,|, 正 交 归 一 化 关系 写成 


Cw | te》 = Slo — 0) (4.17) 
一 组 右 矢 构 成 态 空间 的 基 , 如 果 , 属 于 * 的 每 一 个 右 矢 | 分 对 这 些 右 夭 有 惟一 的 展开 式 ， 
1 9) = DC tun) (4.18) 
对 连续 情况 
1 = jee) | w, Jda (4.19) 


可 以 证 明 ,一 组 正 交 归 一 化 的 右 矢 构成 基 , 当 目 仅 当 它 满足 闭合 关系 (参看 问题 4.13 和 4.14) 
对 1 4)《u ;= 1 《在 连续 情况 | | zw.)(z。 1 da = 1) (4.20) 


这 里 1 代表。 中 的 全 同 算 符 .利用 向 该 组 右 矢 构成 的 空间 投影 的 表示 方法 ,我们 可 以 将 这 些 关 
系 写成 等 效 的 形式 


Piw1 = 1 (或 者 Piw,| = 1) (4.21) 


EE pom en ft TT rt 


TT 
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4.8 表象 

物理 理论 的 正确 性 是 靠 比较 实验 获得 的 数据 和 理论 计算 出 的 数据 建立 起 来 的 . 当 在 抽象 
的 态 空间 选 定 一 组 基 时 ,每 一 个 右 矢 . 左 矢 和 算 符 都 可 以 用 它们 在 这 组 基 上 的 坐标 表示 . 我 们 
说 抽象 的 东西 是 用 相应 的 一 组 数 表示 的 .利用 这 些 数 ,理论 描述 的 计算 得 以 进行 .选择 表象 意 
昧 着 在 态 空 间 选 择 一 套 正 交 归 一 化 的 基 . 

右 矢 和 左 矢 的 表示 :就 离散 基 而 言 , 右 矢 | 几 用 一 组 数 C; 二 《<w,| 上 表示 ,这 些 数 可 以 以 算 
阵 形式 排 成 列 

Ca 


(C.) 一 (3 【4.22) 


一 个 左 矢 4g| 可 以 用 一 组 数 和 2 = 《由 全 ) 表 示 , 它 们 是 与 4 相应 的 右 矢 | 力 的 分 量 的 复 共 恩 . 
这 些 数 可 以 安排 为 矢量 (57 ,52…5; ) ,在 连续 基 | zw, )} 人 情况 , 右 矢 和 左 矢 用 连续 的 无 穷 多 个 
数 表示 .也 就 是 说 ,用 a 的 函数 表示 . 右 矢 | 用 一 组 数 C(a) = (xw, 1y) 表 示 , 而 左 和 拓 (#$| 用 
6" (a) = 《|w,) 表 示 . 一 旦 表象 选 定 ,我 们 可 以 用 右 和 撩 和 左 矢 的 分 量 去 计算 它们 的 标量 积 .在 
离散 情况 


《 1) = Db!C， [在 连续 情况 4 | 从 = je: (a) Cla)de] {4.23) 


算 符 的 表示 :在 离散 基 {|w,)! 情 况 ,一 个 算 符 可 以 用 数 


A=ulAlw) (4.24) 
表示 . 这 组 数 可 以 重新 排 成 方 阵 
A Aypr: A 
A An: A 
[As]=|: {4.25) 
A A, A 


对 于 连续 基 | 1w, i ,我 们 用 一 个 两 个 自 变 量 的 连续 函数 和 A 连结 . 


(os0) = rw | A | w,) (4.26) 
作为 4.13 的 结果 
(A'), = A’ (4.27) 
或 
A'(a’,a) = A’ (a’,a) (4.28) 


如 果 A 是 毛 米 算 符 (A1= 有 4), 我 们 有 A(a ,a)=A' (a',a) (注意 在 离散 情况 As Aj ), 在 
特别 情况 , 厄 米 矩 的 对 角 元 素 总 是 实数 ， 

表象 变换 :我 们 提供 一 个 简单 的 方法 , 当 左 矢 , 右 和 撩 和 算 符 在 另 一 组 基 下 表示 已 知 时 , 求 出 
它们 在 给 定 基 下 的 表示 .为 简单 起 见 ,假设 我 们 完成 从 -~- 组 分 离 的 正 交 归 一 化 基 | | Xi 到 男 一 


"A900: 
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组 站 vw) 的 变换 .定义 变换 矩阵 为 


Sa = (u | ay (4.29) 
Sa 的 厄 米 共 轿 由 
(SD), = (Sa)” = Cv | wu,) (4.30) 
给 出 .要 将 右 和 撩 |y) 在 一 组 基 下 的 分 量变 为 在 另 一 组 基 下 的 分 量 ,只 要 应 用 变换 关系 式 
vs 1 = (Saku | (4.31) 


或 递 变换 关系 式 ,《w;1y) = >》)Sa 《wy) ,对 于 左 和 撩 人 $5| ,我 们 有 


Blu) = BS [$1u)= D1 oS ),] (4.32) 
最 后 , 算 符 4 的 矩阵 元 素 变 换 为 
So lAlv = OSulu tAlw)S lu | ALTw) = SATmw)CST)， 


(4.33) 


|r? 和 |p) 一 表象 :在 第 4.1 节 , 我 们 注意 到 对 每 一 个 右 矢 |$), 都 有 -一 个 相应 的 左 笑 ($|. 
但 反 过 来 说 未 必 如 此 .有 一 些 左 矢 没有 相应 的 右 矢 * ,更 何况 ,对 属于 的 矢量 ,我 们 将 使 用 一 
般 化 的 右 矢 ,它们 的 模 不 是 有 限 的 . 但 局 时 ,这些 右 矢 和 每 一 个 左 矢 的 标量 积 是 有 限 的 .这 种 一 
般 化 的 右 矢 不 代表 物理 态 ,它们 能 帮助 我 们 分 析 和 解释 属于 e 的 右 矢 代表 的 物理 态 ， 

考虑 单个 粒子 的 物理 体系 . 和 系统 的 态 空间 一 起 ,我 们 引信 另外 一 个 矢量 空间 , 称 为 波 汞 
数 空间 , 记 为 下 ,该 空间 由 坐标 (x ,y,*) 的 复 函 数 构 成 , 复 函 数 具 有 如 下 的 性 质 : 

(a) 疯 数 g(r) 在 任何 一 点 都 有 定义 ,连续 和 无 限 阶 可 导 . 


(b) 积分 | 1g(r) 上 2 必须 是 有 限 的 , 即 y(r) 必 须 平方 可 积 的 . 


对 属于 下 的 每 一 个 函数 %(r) 都 有 一 个 属于 e 的 右 矢 |) 与 之 对 应 .应 用 与 晒 数 $x) 和 yg(r) 
对 应 的 (#$| 和 |y) ,我 们 定义 (#$| 和 |y) 的 标量 积 为 


($119) = | Cnr (4.34) 
考虑 下 的 两 组 特殊 基 , 记 为 6, (7)| 和 | V, (+)| .这 些 基 不 构成 属于 下 的 应 数 . 
和 (r) = 8(r — 1) (4.35) 
和 
Va kr) = ame" (4.36) 


对 每 一 个 (x), 与 之 关连 一 个 一 般 化 的 右 矢 记 为 |r0) ,同样 ,对 于 Vs 《r) 我 们 与 之 关连 一 个 
一 般 化 的 右 矢 | po》, { ro)} 和 #{ po 构成 。 中 的 正 交 归 一 基 


ro | ro) = G(ro — ro), | rroldy=1 (4,.37) 
这 里 ,我们 还 有 如 下 的 关系 式 ; 
{po | po) = 6( po — p,), | 1 po)Cpo gp=1 (4.38) 


* 对 此 问题 感 兴趣 的 读者 可 在 标准 " 泛 函 分 析 " 教 材 中 找到 关于 这 一 问题 的 讨论 一 一 译 者 注 . 


Tc 
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"S51:* 


我 们 得 到 (无 自 旋 ) 粒 子 在 态 空间 的 两 个 表示 ;|1ro)|1 和 | | mm 旭 表象 . 
右 矢 | 几 ;和 与 之 关连 的 波 函 数 .两 者 向 的 对 应 关系 由 


Hr) = kro | 《4.39) 
以 及 

ppo) = pol yp) (4.40) 
给 出 ,这 里 (p) 是 y(r) 的 健 里 叶 变 换 . 波 函 数 在 点 + 的 值 W(r ) 是 右 矢 | 内在 |ry 表 象 的 基 矢 


量 |r? 上 的 分 量 .同样 的 , 波 函 数 在 动量 空间 的 p 点 的 值 gCp) 是 右 和 失 |y) 在 |p) 表 象 的 基 矢 量 | 
p? 上 的 分 量 . 17) 表 象 和 | p) 表 象 之 间 的 变换 可 仿 昭 连续 基 的 情况 完成 .注意 


ripy= (p17 = miyme" (4.41) 

现在 ,我 们 有 

(| 办 = | | pyp lp . (4.42) 
相反 

‘(plo = | 1 rr | ddr (4.43) 
于 是 ,利用 (4.41) ,我 们 得 到 

$7) = 人 | Sp) ep (4.44) 
和 

ylp) = me pr (4.45) 


算 符 R 和 p: 令 |y) 是 属于 态 空 间 的 一 个 右 矢 , yj(x,y,x)=《r|y) = (rz) 是 其 相应 的 波 函 数 ， 
三 个 可 观测 量 X、Y 、Z 用 它们 在 17) 表象 中 的 作用 来 定义 


‘FIX|Id = rlr | 人， ‘rlIY|IDD= y{r |y), ‘rIZ18)= zr | 
{4.46) 


算 符 X 作用 于 右 和 撩 1) 得 到 右 和 撩 | y'), 它 对 应 于 波 函 数 (ry 2)= ry(r yr), 计 算 符 Y 
和 2 亦 有 同样 的 表达 式 , 算 符 X、Y 和 Z 被 认为 矢量 算 符 RR 的 分 量 . 同样 , 算 符 了 P,、P,、P, 也 
用 它们 在 |p) 表 象 的 作用 定义 


(pIPID= Ppp, (piP lp)= pp|, ‘pIP. | y= plply) 
(4.47) 


P。\P,、P, 是 矢量 算 符 p 的 分 量 .在 量 了 力学 中 ,可 观测 重 R 和 pp 是 至 关 重 要 的 ,它们 的 对 易 
关系 称 为 正则 对 易 关 系 


[RP]=ii6, [RR]=0, [P,P]=0 {4.48) 
量子 化 规则 ;量子 化 规则 意味 着 一 种 方法 ,用 这 种 方法 我 们 能 得 到 经 典 量 的 量子 力学 模拟 . 考 
虞 单 个 粒子 的 体系 ,可 观测 量 (XX， 了 ,ZZ) 和 粒子 的 坐标 (zx,y,z}) 相 关连 ,可 观测 量 (P， ,P,,P,) 
和 关子 的 动量 (了 P, , PP, ,P. ) 相 关连 我 们 将 常常 用 符号 也 代表 (X,Y,2) ,用 符 导 P 代表 ( P.， 


忆 ,P.). 在 经 典 力学 中 ,和 一 个 粒子 有 关 的 物理 重用 粒子 的 位 置 矢量, 和 动量 p 表示 .要 获得 
相应 的 量子 力学 可 观测 量 , 将 r 代 以 RR, 将 p 代 以 p, 因 为 所 得 表达 式 不 总 是 后 米 式 ,我 们 利用 


ma 
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且 种 p 之 间 的 对 称 化 操作 以 得 到 一 个 厄 米 算 符 . 在 问题 4.29, 我 们 曾 述 这 种 方法 . 注意 ,量子 
力学 中 还 存在 没有 经 典 量 与 之 对 应 的 物理 变量 ( 像 自 旋 ). 这 些 量 都 用 相应 的 可 观测 量 定义 . 


4.9 ”时 间 演 北 


在 前 面 儿 节 ,我 们 没有 注意 体系 的 时 间 演 化 而 宁可 认为 它 是 确定 的 定 态 ,现在 我 们 应 当 给 
出 处 理 时 间 演 化 体系 的 方法 ,考虑 如 下 的 假设 ;物理 体系 态 矢量 的 时 间 演 化 满足 莓 定 户 方 程 


i de)) = H(2) | g(2)) (4.49) 


这 里 电 (z) 是 可 观测 量 相应 于 体系 的 经 典 哈密 顿 量 

薛 定 请 方程 的 一 些 重要 合 义 必须 引起 注意 : 

(a) 因为 藤 定 户 方 程 是 时 间 : 的 一 阶 微分 方程 ,如 果 初 态 给 定 , | 5(z)) 就 被 确定 ,因而 时 
间 演 化 就 被 确定 ,注意 , 仅 当 物 埋 量 被 测量 时 , 才 会 呈现 不 确定 性 

4b) 令 | gi(z)) 和 | gs(z )) 是 醉 定 启 方 程 的 两 个 不 同 解 ,如 果 初 态 是 | y(t0)) = a yi 
(to)+ 42| go(to)), 这 里 a 和 a, 是 复数 ,那么 ,在 时 刻 1 ,体系 外 于 套 | 5(2))= a | (2)》 
+t a2| g(t)) 

《c) 在 时 刻 1 , 态 矢 量 的 模 保 持 常 数 


号 (Ce 1 $2)) =0 (4.50) 


这 意味 着 找到 粒子 的 总 概率 是 守恒 的 . (参看 问题 4.34) 
保守 体系 的 时 间 演 化 

一 个 物理 系统 称 为 保守 系 ,如果 它 的 哈密 顿 量 明显 地 不 依赖 于 时 间 ,在 经 典 力学 ,这 种 体 
系 的 最 重要 结果 是 能 量 守 便 ,同样 ,在 量子 力学 中 ,这 种 保守 系统 也 具有 重要 的 性 质 , 本 书 的 绝 
大 多 数 问题 都 是 有 关 保 守 体系 的 . 

保守 体系 的 时 间 演 变 可 以 用 更 简单 的 方法 求 出 ,假设 哈密 顿 量 电 不 显 含 时 间 . 系统 的 初 
态 为 |y(t0)) ,其 时 间 演 变 用 下 述 方法 求 出 ， 

(a) 将 1y(zio)) 用 旦 的 本 征 矢量 作为 基 展 开 


| y(t0)) = >) Dan (10) | By {4.51) 
这 里 on (to) = 8, .| gr)) 
(b) 要 求 出 :> 的 |y(z)) 来 ,将 每 一 个 系数 auft) 乘 以 后 从 ,这 里 五 是 玉 的 与 
态 1 $s) 连 结 的 本 征 值 . 
$02) = 2 Dyan (toe sto | ,) (4.52) 


这 一 过 程 ,可 以 推广 到 五 连续 谱 的 情况 ,于 是 
1 pg(2)) = >| ak(E,to)e So | $,,)dE (4.53) 


日 的 本 征 态 称 为 定 态 . 


平均 值 的 时 间 演 化 : 令 1g(z)) 为 正 交 归 一 化 的 右 矢 ， 它 描述 物理 体系 的 时 间 演 变 .可 观测 
量 A 的 平均 值 的 时 间 演变 满足 方程 


生生 = (A,H(G)]) + (学 ) (4.54) 
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如 果 4 不 显 含 时间 , 我 们 有 


dA) 
dz 


根据 定义 ,运动 常量 是 可 观测 量 A. 它 不 显 含 时 间 , 并 且 和 哈密 顿 量 对 易 , 在 这 种 情况 


dA) 
dt 


= 法 ([4,H(D]) (4.55) 


=0 {4.56) 


4.10 ” 测 不 准 关 系 


如 同 我 们 在 前 儿 节 看 到 的 那样 ,在 量子 力学 中 .粒子 的 位 置 或 动量 不 是 用 一 个 数 而 是 用 一 
个 连续 函数 刻画 ,所 谓 粒 子 位 置 (或 动量 ) 的 测 不 准 ,是 指 波 函 数 相对 其 中 心 值 的 离散 程 度 .这 
个 量 可 以 明确 定义 ,但 这 件 事情 已 超出 本 书 的 范围 ， 

海 森 伯 测 不 准 关 系 给 出 粒子 位 置 和 动量 测 不 准 量 乘积 的 下 限 . 


ArAp, >h/2, AyAp, > #12, AzAp, > /2 (4.57) 


对 于 保守 体系 ,也 有 一 个 时 间 测 不 准 量 At (在 此 如 内 系统 在 一 个 适当 的 范围 内 演化 ;和 
能 量 测 不 准 量 AE 的 关系 


AtAF 党 下 (5.58) 
这 个 关系 和 海 森 伯 测 不 淮 关系 的 不 同 之 处 在 于 :zt 仅 是 一 个 参量 ,没有 相应 的 可 观测 量 ， 
4.11 蕉 定 填 图 像 和 海 森 怕 图 怕 


在 前 儿 节 描述 的 公式 中 ,我 们 讨论 了 不 显 含 时 间 的 算 符 ,它们 对 应 于 体系 的 可 观测 量 .在 

态 矢量 | 内 t) 中 ,完全 包含 了 时 间 演 变 , 这 种 途径 称 为 薛 定 谓 图像 ,另外 ,由 于 量子 力学 中 的 

物理 预言 是 用 算 符 矩阵 元 的 左 和 拓 和 右 矢 的 标量 积 表示 的 ,就 可 能 引信 另 一 套 形式 .这 套 形式 称 

为 海 森 们 图 像 ,在 这 套 形 式 中 ,系统 的 时 间 演 变 的 公 态 用 右 矢 描述 , 它 不 随时 间 变 化 ， gn)) 
= |$(z0)9 .与 物理 量 相 对 应 的 可 观测 量 随 时 间 的 变化 为 


An(1) = LA Ut,t,) (4.59) 
这 里 4, 是 其 定 调 图 像 中 的 可 观测 量 , 而 


U(zs,t0) = exp|= Ht — so] 


(4.60) 


算 符 U(r ,zo) 称 为 演变 算 符 , 它 是 一 个 公正 算 符 , 注 意 这 个 算 符 描 述 薛 定语 图 像 中 的 态 秋 基 
时 间 演 变 . 


| A = U(rz,to) | (to0)) (4.61) 


例 题解 答 


4.1 令 |y) 和 |y) 是 物理 体系 的 两 个 正 交 归 一 化 态 : 
《有 上 全》 二 0 册页 》= 1g =1 (4.1.1) 


所 是 体系 的 可 观测 量 .考虑 4 的 非 简 并 本 征 值 沁 为 a ,与 之 对 应 的 归 一 化 态 为 | 由 》, 我 


们 定义 py (an)= |< 加 1p) 和 Pi(a,)=|( 名 | 如 )|?,(a) 给 出 Pita,) 和 P,(a, ) 的 物 
理解 释 
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(b) 一 个 给 定 的 粒子 处 于 3|y》 一 全)., 如果 测量 A ,得 到 w 的 概率 是 多 大 ? 
解 EP (a) 根据 量子 方 学 假设 , P, (a, ) 是 当 系 统 处 于 态 | 办),A 被 测量 ,得 到 <, 的 概率 . 当 系 统 


处 于 1y) ,Pa《an) 的 含义 相同 ， 
(b) 粒子 的 归 一 化 态 是 


| y= 3 1 由》 一 机 | ya) 31 和》 一 书 | 铬 》 
W/O v9+16 
= 读 (3 1 一生 1 吉 )) (4.1.2) 


应 用 量子 力学 假设 (参看 理论 摘要 4.2 节 ) ,测量 到 a 的 概率 是 
Pa =| {$1 8) 1 


Pos) =| (1 [= 翅 13( 欠 | 
= 00 | 3 


= 志 [9 1 
一 22 二 2 上"] 
= 遍 的 Pi(a,) + 16Py tos ) + 2 2 | 页 六 直上 由 人] (4.1.3) 


4.2 在 理论 摘要 中 介绍 的 假设 玉 推 广 到 连 统 谱 的 情况 . 
解 .#5 考虑 物理 可 观测 量 4 , 设 系统 处 于 归 一 化 态 | 如,《y|)=1 令 |wi) 为 A 的 本 征 向 量 构成 
的 态 空间 中 的 一 组 正 交 归 一 基 . 
Alwiy =al wi) 
上 标 有 用 以 区 别 对 应 4 的 同一 个 简 并 本 征 值 的 不 同 本 征 矢量 ,这 种 上 标 可 以 是 分 离 的 或 连续 的 .我 们 


假设 它 是 连续 的 并 在 区 域 8(e) 中 变化 .因为 A 的 谱 是 连续 的 ,这 意味 着 获得 本 征 值 a 的 概率 也 是 连 
续 的 , 吨 一 方面 ,我 们 应 当 寺 论 测量 结果 在 a 和 a + de 之 间 的 微分 概率 dPta). 模 仿 离 散 情 况 的 假设 


KW ,于 是 我 们 有 
中 | 
dP{a) = | | Ph (4.2.1) 
Bla) J 
4.3 考虑 分 离谱 人 情况 的 假设 了 ,证 明 测 得 算 符 A 的 本 征 值 a 的 概率 的 等 价 形式 为 


P(e) = (yg 1 PIP, | g) (4.3.1) 
这 里 P, 是 到 算 符 4 的 与 a, 相连 的 本 征 子 空间 的 投影 
证 EF、 设 |z) .| 让 入 … 和 1 ) 形 成 和 a, 相连 的 本 征 子 空间 - -组 正 交 归 一 化 基 ,由 定义 


印 
P, = BD) tu) | (4.3.2) 


r=1 
于 是 


2 


‘¥ | PiP, | 多 = PIE (ia) 1B) = pp pl) | pb, 
i=1 j= =1 


= > teus | py? (4.3.3) 
因而 ,两 个 公式 是 等 蛋 的 . 
4.4 考虑 两 个 右 矢 |y) 和 |y), 且 [y=e?|y), 这 里 8 是 实数 . 


Le mr ppt 
人 


4.3 


4.6 
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(a) 证 明 ; 如 果 |y) 是 归 一 化 的 ,| 也 蚌 归 一 化 的 . (b) 证 明 对 任意 测量 ,预言 的 概率 对 
| 四 和 |y 是 相同 的 ,因此 Ty 和 | 代表 同样 的 物理 态 . 
证 (a) 我 们 假设 | 训 是 归 一 化 的 ,或 (yi =1, 于 是 
pl = ple ee | = y=1 (4.4.1) 

(b) 根据 假设 全 (参看 理论 摘要 ,第 4,2 节 ) ,对 测量 预言 的 概率 依赖 于 形 为 |tws | 四 上 或 | (us 1 | 
的 项 .我 们 有 

[om PY = Cw OGY = eu | Deva TO =1 tw | (4.4.2) 
因而 ,预言 的 概率 对 于 态 | 内 和 |% 是 相等 的 . 
考 潜 对 系统 的 一 个 可 观测 量 进行 很 多 次 测量 .证 明 可 观测 量 的 平均 值 表示 测 量 结果 的 平 
殉 . 假 设 算 符 谱 由 分 离 和 连续 两 部 分 构成 ,但 为 简单 起 兄 ,假设 它 是 非 简 并 的 . 
.证 上 先 考虑 ,属于 离散 谱 部 分 的 本 征 值 a .从 A 的 测量 次 数 N{ 体 系 处 于 归 一 化 态 | 少 ) 测 得 本 
征 a, 的 次 数 N(a,), 有 关系 式 


(>) 一 Pen) (4.5.1) 


这 里 P(a, ) 古 测量 获得 a, 的 概率 .同样 ,如 果 dN(a) 表 示 实 际 结果 落 在 连续 谱 a 和 a + da 之 间 实 验 
次 数 ,我 们 有 


(2) 一 dp 人 (4.5.2) 


NN 次 测量 结果 的 平均 是 这 些 值 之 和 除 以 N ,因而 它 等 于 


平均 值 (N) = 高 了 laoN(a.)+ 沿 |adN(a) (4.5.3) 
当 No .我 们 得 到 
平均 值 CN ~ %) = asP(as) + |edP(a) (4.5.4] 


现在 假设 |w, ;和 | w 一 起 形成 4 的 本 征 值 构成 的 态 空间 的 -一 组 正 交 归 一 化 基 . 这 里 n =1,2,…,a 是 
连续 指标 


Alu? = a | iu,), Alu=0|w) (4.5.5) 
这 组 基 的 闭合 关系 是 
Dd ttl om da =1 (4.5.6) 
于 是 ,利用 (4.5.4) 我 们 得 到 


及 二 (全 一 oo) 一 Da | (glu,) P+ 1p lo) de = Sa (plu dt 
+ {ay ww, | Pda (4.5.7) 
利用 (4.5.5) 我 们 得 到 
ApwtN oo) 一 Dwia | eu | 轴 ) + | Al wto 1 de 
= (1 A| Du) + | i Dw de] y) (4.5,8) 
最 后 , 代 人 闭合 关系 我 们 得 到 


AT¥a(N-r oo) = (ylAlg (4.5.9) 
考虑 算 符 A 的 方 均 根 差 的 另 一 个 公式 (体系 处 于 归 一 化 态 | w)》 
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4.8 


4.9 


AA = (A -A))) (4.6.1) 


(a) 证 明 这 一 定义 和 4.9 中 给 出 的 等 价 ,(b) 应 用 公 让 (4.6.1) 解 释 求 得 方 均 根 差 . 
证 8 (a) 用 给 出 的 定义 ,我 们 有 
CAA) = Cg A ID (4.6,2) 
注意 在 这 个 方程 中 (4 ) 一 项 实际 是 (4)1 的 缩写 .这 里 1 是 全 辐 算 符 ,(4 ;是 标量 ,所 以 
CA- AAP [DD= yA ATAP) = A 
-22027 1 ATD + AP pl y) (4.6.3) 
利用 已 知 的 平均 值 定义 ,我 们 有 
《AAA)TKAP = 《42)》 《47 (4.6.4) 
于 是 两 个 定义 是 一 致 的 . 
(b) 方 均 根 差 表 示 A 离开 其 平均 值 (4 的 偏差 的 平方 的 平均 值 ,因而 , 它 刻画 了 测量 结果 对 平均 (A，》 
的 离散 程度 . 例如 ,如 果 A 的 谱 是 连续 的 ,概率 具有 高 斯 曲线 的 形状 ,4 刻画 曲线 的 峰值 (最 大 概率 
值 ) ,而 AA 刻画 高 斯 曲线 的 宽度 . 
对 于 算 符 A、B 和 CC, 证 明 下 述 但 等 式 成 立 ; 
(a) [B,A]= -[A,B] 
(b) [A+B,C]=[A,C]+[B,cC] 
(c) .A,BC]=[A,B]JC+B[A,C] 
证 旺 ” (a) 根据 定义 


[B,A] = BA ~ AB =~ (AB— BA)=-{[A,B] (4.7.1) 
{b) 根据 定义 
[A+B,Cl= (A+BC- CA+B)= AC+BC-CA- CB 
= {AC — CA) + (BC - CB) = [A,C1+[B,0] 47) 
(e) 我 们 写 出 


[A,BC] = A(BC)} - (BC)A = (ABC - BAC) + (BAC - BCA) = [A,BIC + BLA,C] (4.7.3) 
该 算 符 A 和 与 它们 的 对 易 括 号 对 易 . 即 ,[B,[A,B]]=[A,[A,B]]=0 证 明 (a)[A， 
B"]=nB" [A,BI;(b)[A',B]=nA"![A,B]. 

证 FP。 (a) 考虑 下 面 步骤 : 

[A,F]= 4B TBA= ABB''! — BAB"! +B(AB)B ~ HECBAYB®! 4 .4 BAB - Br AA 
= [A,BIB"' + BIA,B]B" ?+.+ BA,B] {4.8.1) 
利用 B 和 [六 A,B] 对 易 ,我 们 有 
[A,B"]= BIA,BI+ BA,B]+…+B[A,B] = nB"™ [A,B] {4.8.2) 
(b) 根据 问题 4.7(a)[A*,B]= - [B,A"], 利 用 上 击 (4} 的 结果 ,我 们 得 到 
[A*,B] =- nA™ [BA] = nA"'[A,B] (4.8,3) 
考虑 问题 4.8 中 的 算 符 A 和 8B, 证 明 ,{a) 对 每 一 个 解析 函数 F(z) 我 们 有 [A,F(B)]= 
A,B]F'(B), 这 里 F(x) 是 F(x) 的 导数 . (b)eaea = e4+3 L483 
: 详 .&8 首先 ,我 们 用 归纳 法 证 明 ,对 每 一 个 n=1,2,… ,我 们 有 有 
[A,B"] = n[A,B]B'" (4.9.1) 


证 明 ; 对 于 ”= 1 ,方程 (4.9.1) 显 然 成 立 ,假设 该 方程 对 * 成 立 .那么 对 n +1, 利用 问题 4.7 的 (e) ,我 
们 有 


[4, 8 ] = [A.BB'] = [4,B]B + BLA,B] = [A,B]B* + Br[A,B]B*! (4.9.2) 


DS 


Te 
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B 和 [A,B] 对 易 , 于 是 ,最 后 我 们 有 
14,BerT = [A,BIF + a{fA,BIB = {n+ 1 A,BI (4.9.3) 


于 是 方程 (4.9.1) 成 立 .现在 考 虚 下 (z) 的 赛 级 数 展开 ,FizJ= > ar" ,应 用 (4.9.1) 我 们 有 
[LAFCB} = [A, Yap ] -= SlatA,B]= [A,B] SB" (4.9,4) 


F(zr) 导 数 的 等 级 数 展 开 为 F(z) = 》 aasz ,因此 ,对 照 上 下 两 式 ,我 们 可 以 得 出 结论 


[4,FIB) = [A,BIF'(B) (4.9.5) 
(b) 誉 谍 一 个 算 符 (依赖 于 实 参 数 5 
fs) = 多 的 (4.9.6) 
下 对 s 的 导数 是 
学 = (fe je 二 (是 ) = Ae*e + eBe” 
= Ase + eBe eves = {A + erBe*)F(s) (4.9.7) 
利用 {a) 的 结果 ,我 们 辣 以 号 出 
[e*,B] = 一 [Be =- siBAle = s[A,Bje’ (4.9.8) 


所 以 有 eB= Be*+s[A,Ble 和 eBe “=B+s[A,D] ,代入 (4.9,7) ,我 们 得 到 
平 = (A+ B+sABDF(s) (4.9.9) 
因为 A+ 8B 和 {A,B] 对 易 , 我 们 可 以 对 该 微分 方程 积分 ,得 到 


Fs) 二 开 (OJearBsrfa,Bhepz (4.9.10) 
令 :=0, 我 们 得 到 下 (0)=e ?eB?=1.1=1 将 所 0) 和 ;=1 和 代入 (4.9.10), 我 们 得 到 ete = eta 


Ai 


4,10 令 4 虽 是 与 右 矢 |%) 烛 应 的 左 矢 .|w 是 算 符 A 作用 于 |1y) 的 结果 ,于 是 | = Aly)， 


令 (y 是 | 上 ) 相 应 的 左 笑 ,证明 
l= (yl At {4.10.1) 


证 入 。 司 忆 起 左 秋 作 为 作用 于 态 空 间 泛 函 的 基本 定义 ,两 个 泛 消 (y | 和 (y|1A1 是 相等 的 ,如 果 
它们 作用 于 任意 右 矢 | 四) 产生 的 结果 相同 ; 妈 , 我 们 必须 证 胡 


(= all (4.10.2} 
殉 存 ,和 有 思 方程 (4.13} 我 们 有 
EAT = EATD" = ($1 (4.10.3} 
舅 外 ,根据 标量 积 的 基本 性 质 [ 参 看 方程 (4.1)], 我 们 有 
pA = (4.10.4)》 


学 出 伴随 算 符 前 如 下 性 质 ; (a) (A411 = A;(b) (X04)' 二 4" A1, 这 里 是 复数 ;(c) 【4 
+B)=A'+B!;(d)(AB) = BiAT 
二 首先 想到 ,如 果 油 个 竺 符 在 态 空间 一 组 基 下 的 第 阵 充 相 同 , 则 该 两 算 符 但 等 .因此 ,如果 


对 任意 | 四) 各 yy) ,我 们 有 {$1A | 二 ($184 1) ,那么 Al 和 有 A, 司 等 . 在 下 得 的 推导 着 程 中 ,我 们 还 
僵 用 到 第 二 章 给 出 复数 共 顽 的 一 些 医 本 性 质 . 
(a) 应 用 (4.13) 我 们 有 


CBA EE = $1AT gy" (4.11,1) 
再 次 利用 (4.13) ,我 们 有 


《| 站 内， {4.11.2) 


57， 


58。 
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因此 
yA TD = A 1 (4.11.3) 
(b) 我 们 写 出 
Cp EAAY TD A = A 
=A AL =a yiA 人 l= pa A1g) (4.11.4) 
(c) 我 们 写 出 


pl AB B= BIA BI = [C81Alg+ $1 BI 
= PAT +$ BLO = (yA TDD)+(y1B! | 
= Cyl(A'+B')| 区 (4.11.5) 
{d) 我 们 定义 jx)= B81y) ,应 用 问题 4.10 的 结果 ,我 们 有 (‘x1= (yy|1B1, 现 在 
BABY 1 = ($1ABIY" (iATT" = {x1AlD = (yi BA 1) (4.11.6) 
考虑 一 个 厄 米 算 符 , 它 有 性 质 A* =1, 证 明 : A=1I. 
证 t 首先 我 们 求 出 A 的 可 能 本 征 值 , 设 4jo =aly) ,于 是 我 们 有 
[= A = A = = = (4.12.1) 
因而 ,a? =1. 于 是 a 的 可 能 全 


__1_,vY3, _ 1 _ 3， 
a = 也 + 守 -本 -全 bi (4.12.2) 


因为 A 是 厄 米 算 态 . 其 本 征 值 是 实数 ;所 以 A 的 惧 一 可 能 本 征 值 是 <= 1. 我 们 可 选择 A 的 本 征 值 构 
成 的 太空 间 的 一 组 正 交 归 一 基 ,使 得 A|w,) = .wu,), 于 是 每 一 个 态 | 加 都 可 以 展 成 


1 和 ) = 了 14)[ 或 1$) = | 1 a)qs 如 果 基 具有 连续 指标 ] (4.12.3) 
最 后 ， 
AID=AD Te) = DMA = Dl-11) (4.12.4) 
上 式 意味 着 A=1 
证 明 如 时 一 组 分 离 的 正 交 归 一 化 右 矢 fw》,i= 1,2,…| 构 成 一 组 基 , 于 是 有 
2 lu)lu l=1 (4.13.1) 
“证 令 好 为 属于 态 空间 的 任意 右 矢 .因为 :| wu)| 是 基 , 根 据 定义 ,存在 惟一 展开 式 |y) = 
2C | ws) ,我 们 利用 正 交 归 一 化 关系 (4.16) 得 到 
wD = OC ln) = DC = 6 (4.13.2) 
于 是 
[WD = DC Iu) = Du 11m) = [> ud ut] (4.13.3) 


注意 ,这 是 因为 (x |y) 是 一 个 标量 ,我 们 可 以 改变 其 在 表达 式 内 的 位 置 ,我 们 看 到 对 任何 右 和 | 分 , 作 
用 于 它 的 算 符 , P(1| ae) = 忆 |u) 《a ,也 产生 同样 的 右 矢 | 4 所 以 ,根据 定义 , 它 是 恒 等 算 符 ， 
了 由 和 ?| =1 


证 明 如 果 完 备 性 关系 对 一 组 连续 正 交 归 一 右 矢 {| w_)| 成立 ; 则 这 组 右 矢 构成 一 组 基 . 
证 # 令 |8) 是 属于 访 空 间 的 一 个 任意 右 矢 ,利用 完备 性 关系 我 们 有 
I=11 和 = | lw } {ww, | Yoda {4.14.1) 
定义 Cte) :Crw,19) ,我 们 有 1g》= | Cla}| ww》de .我 们 看 到 ,任何 右 和 | 4 都 有 对 | wy 的 展开 式 . 


re 
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现 证 明 这 一 展开 式 是 惟一 的 ,我 们 假设 有 两 个 展开 式 
| = [ce) i weyda, 1 内 一 [ee | we Yde (4.14.2) 
两 式 相 减 得 
ceo - C'(a)] | tovyda = 0 (4.14.3) 


将 (ws | 作用 于 该 右 矢 ,| [CCa) - C'(a)]《ww |w》da 0 并 利用 正 交 归 一 化 关系 ,我 们 得 到 


并 Eco) - CCa)3(a’ ~ a)lda 一 小 (4,14.4} 


方程 (4.14.4) 仅 当 Cla) - C'(a)=0 时 成 立 , 因 而 对 任意 的 a’, 我 们 都 有 Cte')=C (ta), 任何 
布 矢 | 办 对 | 1xw, | 的 展开 式 都 是 惟一 的 . 


假设 对 一 组 确定 基 { |u,》i , 算 符 A 和 8B 分别 用 矩 阵 (A, ) 和 (日 , ) 表 示 , 右 和 撩 | 加) 用 CC 
表示 , 左 和 失 ($| 用 5b; 表示 . (a) 求 算 符 AB 的 和 矩阵 表示 ,(b) 求 右 矢 A |y) 的 表示 , (c) 求 
出 标量 ($1A |y 在 这 些 表象 中 的 表达 式 . 

解 8 (a) 考虑 AB 的 矩阵 元 


(AB), = (wu, | AB lw) = (un 1ABIw) {4.15.1) 
利用 完备 性 关系 我 们 得 到 
(4B)， = 2 1AluimlBIw) = 2 AaB, (4.15.2) 
tb) 根据 定义 , 右 冬 | 加 用 数 Ci = 《wiA| 办 表示 ,在 A 和 | 办 之 间 利用 完备 性 关系 ,我 们 有 
oAL DD= Dm AL 1 = DA (4.15.3) 
写成 短 阵 形式 | 
oi A A fe 
ca| = [An A» 52 (4.15.4) 
《c) 我 们 写 出 
(BALD = Ou AT 1 = Db: Avo (4.15.5) 
或 以 矩阵 形式 - - 
An An “ Ay 
Ay Az ei 
BALP = BB): ca (4.15.6) 
A A A, 


假设 |#,) ,这 里 "= 1,2,…, 形 成 物理 体系 态 空间 的 一 组 正 交 归 一 基 . 令 A 是 矩阵 元 为 
4 =《 凤 14| 史 》 的 算 符 , 证 明 4 可 以 写成 


4 = 六 A | | (4.16.1) 


击 1 寺 二 | 


证 邮 想到 两 个 算 符 全 等 , 当 且 仅 当 在 某 组 基 上 它们 的 矩阵 元 相同 . 因此 我 们 将 表达 式 
(4.16.1) 的 矩阵 元 写 为 


| 
1 


mH= 1 网 ,所 二 


rev 


ee 
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这 里 ,我 们 应 用 了 正 变 归 一 化 关系 4 赐 { 曲 ?= 遍 . 


{4.16.2) 


4.17 考虑 一 个 两 维 的 物理 体系 . 右 矢 | 内 ?和 | 加 > 构成 态 空间 的 正 交 归 一 基 、 我 们 用 下 式 : 


| $6) = 方 (1 G+) 》 = 方 ( $1) -1 ya)) 


定义 新 基 | 册 和 | 出 》. 算 符 PP 用 |y) 基 表示 成 矩阵 为 


| | 
(00) = | 1 


: 汶 旺 法 1 我 们 定义 变换 矩阵 工 . = 《点 |2 ) ,我 们 计算 其 矩阵 元 ,例如 


T = 《| 轴 ) = 方 (办 1 页 ?+ 网 = 方 (1+ 0 -= 方 
和 
Ta = (gn 1 $2) = {gt 各) 一 | 多》 = 去 (0- 1) =- 二 
2 人 2 
等 ,于 是 我 们 求 出 


i 1 
TTA i 


其 印信 阵 是 了 1 一 志 | ， ) ,利用 完 务 性 关系 |% )(4 | =1 我 们 得 到 


2 2 
Gu = HIPI$) = DOB IPI Si) = YTha,T, 
现在 我 们 可 以 用 矩阵 形式 完成 计算 


ca,) 5 || || " ;| | | 
du) 二 二 一 二 下 ， 
-LU -1 2 -1) lirse—-i+e 


i Dj | 的 "| 
2 0 2+2e 0 1-e 


法 2 应 看 到 | 办 ?实际 是 的 本 征 矢量 


| "| 专 [|- |- | 
E 1 v2 1 号 (+ 中 方 
和 
去- 坟 | | | 
| 万 | 1，， -69 孝 | ， 
因此 


PIH)=(+e)|$.), Pl@)= (1-e)|$,’ 
这 意味 着 :在 | 和 ) 表 象 中 ,PP 是 对 角 和 矩阵 . 
l+e 0 
| 
0 l—E 
4.18 参考 问题 4.17 并 求 出 右 矢 eg) 用 | 册 ) 基 的 表示 . 


(4.17.1) 


(4.17.2) 


(4.17.3) 


(4.17.4) 


{4.17.5) 


(4.17.6) 


{4.17.7) 


(4.17.8) 


"(4.17.9} 


(4.17.10) 


{4.17.11) 


] 


EE eb EE 


i 


Pi 1 


we 
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和 解 8F ”因为 了 用 | 点) 基 表 示 是 对 角 和 矩阵 ,用 | 点 ) 基 运算 是 容易 的 .所 以 


eb =er | eo lb) = e's) (4.18.1) 
于 是 我 们 有 
-fl 1 1 -1+s I-# 1-e TI- 
tp)-e( 方 14)+ 廊 1 加))= 圭 [e I) te ?+ 人 页》 一 er |}] 


= 可 [(e tte) |)+ (er -ee*) | (4.18.2) 


因此 ,e | 册 ? 用 | 中? 基 表示 为 


E+e’ ， 
er | pi — 序 ,| {4.18.3) 


(a) 证 明石 和 失 |r)[ 这 里 r= (x,y,z)] 是 可 观测 量 X 的 属于 本 征 值 x 的 本 征 矢量 . (b) 
证 明 |p)[ 这 里 p=(p, ,p,,p,)] 是 P, 的 属于 本 征 值 P 的 本 征 矢量 . 
证 孵 (a) 利用 + 表象, 我们 有 Cr |X|r)=x《r |7》, 代 人 tr'|5) 的 表达 式 ,我 们 得 到 

rr |IXIr y= x Br 一 r= rr — ry). {4.19.1) 


这 里 = (x ,yy ,z). 因 此 ,我 人 有 《r'1X|r}= xtr'|r) ,因为 此 式 对 所 有 的 下 均 成 立 , 所 以 我 们 有 


Xir =zxlr) {4.19.2) 
(b) 在 p 表象 中 ,我 们 应 用 和 和 (a) 同样 的 方法 ,于 是 
‘Pp Plp)= pp 1p) = ped(p - p)= pp ~p)= plp lp (4.19.3) 
因此 ,Plp?= pp |p). 结 论 ,因为 相似 的 讨论 可 以 用 于 y 和 # 分 量 , 所 以 可 以 写 出 


KIlr)=x|r) Pir plry . 
Ylr)= ylr), Plr= plr} {4.19.4) 
ZIlr =z|r) Plr=p. |r) 


Ca) 证明 (r1Ply)= 主 VCr1g),(b) 用 | $7) 和 | ) 相 应 的 波 函 数 写 出 (#$|P, |y) 的 表达 


式 ， 
:证 师 。 (a) 例如 ,考虑 x 分 量 (y 和 = 分 量 可 以 用 完全 相同 的 办 法 处 理 ), 我 们 有 


rip |) = ppl | 办 中 (4.20.1) 
这 里 ,我 们 使 用 了 p 表象 的 完备 性 关系 ,应 用 理论 摘要 中 的 方程 (4.41) 和 (4.47) 我 们 得 到 


GP ID) = py ep Ip) (4.20.2) 


这 一 表达 式 是 p. 8 ) 的 傅 里 时 变换 ,等 于 二 2%() ,因而 我 们 有 


《| ps | 多 = 证 (r) (4.20.3) 
(hb) 设 丰 r) 和 yr) 分 草 是 | 站 和 | 风 ) 相 应 的 波 函 数 ;于 是 
Br) = rr, Gr) = (4.20.4) 
利用 > 表象 的 完备 性 关系 和 (a) 的 结果 ,我们 得 到 
《和 | p11 y= |¢s | ror | pp | Wdr = | {4.20.5) 


证 明 (a)[ xz,y]=0;(b)[p,,p,]=0;(c)[x,p, ]= 流 ;(d) [zx,p,]=0. 
证 (a) 利用 ， 表象 ,我 们 [x ,y] 作 用 到 任何 右 条 |y) 


"的 2 
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‘Firs l= rr (4.21.1) 
应 用 理论 摘要 中 的 方程 (4,46)(4.2 节 ) tri[xy]| =zxtriy|9) 一 ybr|zx| 加 ,于 是 

rizy l= yr -yrlp =0 (4.21.2) 
因为 上 式 对 任何 4r | 和 任意 | 都 是 成 立 的 ,所 以 有 [zz,y]=0 
(P) 我 们 在 请 表象 中 应 用 同样 的 方法 


Spillpsp] | p= tp ppy | -Ap | bp |p) 
= pAplP lpBplp | DD = ppb,lpl 鸯 

-pplpl p=0 {4.21.3) 

Cc) 我 们 写 出 
riesp] l= Cirp | DD-ripr! 
所 以 
ip] 1 入 = zhripr 1 办 - 主 革 (rizl 办 = 二 z 有 (ri1y= 各 部)(xtr 1 由) 
(4.21.4) 
如 果 yp(r) 是 相应 于 | 办 的 波 函 数 , 我 们 有 
(Grilzp lt -| | yr) -x 7)] 


= jr) = i (rp {4.21.5) 
因为 计算 对 所 有 的 | 和 任何 r) 都 是 成 立 的 ,所 以 得 到 [z, 记 ] 一 法 
{d 再 次 使 用 {c) 中 的 方法 ,我 们 得 到 


人 1[z 记 1 办 = rip |) - 立 训 人 r 1x 1 内 = 二 了 部 6(r) -在 (g(r) 


1- aa 
考虑 如 下 算 符 ; 
OnWr) = riy(r), Op(x) = x 人 (4.22,1) 
求 对 易 关 系 [ 〇 , , 〇 ,]. 


能 8 法 1 将 算 符 O, 和 DO: 代 人 对 易 关系 中 ,我 们 得 到 


[O01,01%= O08(5) - Oi( O02) = x [x MD] > 并 Cg] 


= [3 ga) + x WBE) ] 30g(z) (4.22.2) 


法 2 根据 x 和 p 在 x 表象 中 的 作用 ,我 们 有 0, = zx 和 0,=izp/#, 关 而 [01,0,]= 二 [x7,zp]， 
应 用 问题 4.2(b) 的 结果 ,我 们 有 


[01,0,] = FE,p] = Re:([z,z]p + x[r,p]) =— 4x (4.22.3) 


[Oi,O; p(x) = 3rig{r) (4.22.4) 


角 动 量 定义 为 工 = rx p( 例 如 ,LL, = yp。- zp,). 应 用 rr 和 p 的 对 易 关 系 以 及 问题 4.7 
中 导出 的 对 易 括 号 的 性 质 , 求 如 下 的 对 易 关 系 ， 

《9)[ 工 ,bi Lo] 和 [2 ,L]， (Ce) [12,L,]. 

解 .# 下 (ay 根据 定义 


3 
上 
: 


ro 


-er 


Tree 


OR 
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[Es] = [yp, — zpys gp, — zp ] = Eyp,, sp: ] + [zp, ,rp,] (4.23.1) 
这 里 ,我们 使 用 了 yp, 和 .xp; 对 易 . zp, 和 sp, 对 易 的 事实 .利用 问题 4.1,(c) 中 导出 的 关系 ,我 们 有 
Sp se]pe + zz, ps ]p, = — iiyp, +ihrp, = ifL; (4.23.2) 
lb) 我 们 写 出 
[DL = LE ,LI+ [LL LL, =- ihL,L, - iL, (4.23.3) 
千 样 
[DE] = [LL] + [LL L, =i, + itL,L, {4.23.4) 
我 们 写 出 
[= [12,1 + [2 一 [ZL ] 
= 0 iL, -ihL,L, +ihLL, + ii,L, = 站 (4.23.5) 
该 结果 对 (三 ,上 ) 和 { 工 ? , 工 ,) 也 是 正确 的 . 
一 个 粒子 用 波 函 数 
4 
$x) = (FE) ee (4.24.1) 


描述 ,计算 Ar 和 Ap ,并 验证 测 不 准 关系 . 
解 #3 我 们 从 考虑 x 的 矩阵 元 开始 


2 


Cz) = (giz 1 =) 1 Gz) dr -ys se dz =0 (4.24.2) 
这 里 我 们 使 用 了 xe “~ 是 奇 函 数 的 事实 ,还 有 


{xi}= 人 1 br) 1zdz 一 £[ we” dz = 2af | re dz 


Tf2) _ 1 
=2 和 2 中 一 让 {4.24.3) 
于 是 
Ar = (xr) (ry = {4.24.4) 
.为 求 出 Ap ,我 们 计算 动量 表象 中 的 波 函 数 
Pp)= Fs) yl) dz 二 二 (六 Emel ar 
1 -I 3 _2 本: 1 1 114 人 让 
= (7) | ett = 堪 ( 去 ) ef los (4.24.5) 
因为 jp} 是 偶 函 数 ,我 们 得 到 {p) =0 和 
yl 2 2 Vi 1 
py i | pe dp ,pe dp = a Nia = 
(4.24.6) 
于 是 我 们 有 
Ap = (pl) — (py -AS (4.24.7) 


最 后 . 测 不 准 关系 将 是 AzAp = 2, 


这 一 例子 表明 测 不 准 关系 的 基本 性 质 , 如 果 我 们 选择 围绕 中 心 位 置 (z) 更 小 离散 度 的 波 函 数 ,我 
们 将 得 到 动量 国 绕 {p) 的 更 大 高 共度 ， 


粒子 处 于 态 1y) .其 波 两 数 是 %(r)= 《rjy), (a) 求 算 符 A = ir2《r | 的 平均 值 ;(b) 计 


| 
: 
: 


ne 


Tr 
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4.26 


算 <rlp16);(c) 求 算 符 =[ir)《rip+plr)《r|]/2m 的 平均 值 ,这 里 p 是 动量 算 符 
而 mw 是 粒子 质量 . 
类 8 (a) 根据 定义 
(AY = (ptALD= yn = yr) = yr) (4.25.1) 
(b) trip| 的 分量 等 于 
Gp) (4.25.2) 


1 


因此 ,《rlp1),= |[ 志 v ykr) | .对 y 和 = 有 相似 的 结果 ,于 是 ,我 们 有 Cr|p|y)= 主 vy 
Co) 根据 定义 ， 
pl)= pI pI D+ yl p17r)(r i y)] 


= 高 [证 V(r)+ 守 Vy (ry(r)] 


= Lim[ vy (4 vy)| (4.25.3) 


字 称 算 符 x 用 
Try》 一 | 一 站 (4.26.1) 


定义 。(a) 令 |y) 为 任意 右 和 撩 ,其 相应 波 函 数 为 y(r). 求 相应 于 x|y) 的 波 函 数 ;(b) 证 
明 是 厄 米 算 符 ;(e) 求 算 符 .的 可 能 本 征 值 是 什么 ?(d) 我 们 定义 算 符 


ps= 广 (1+7)， 和 一 广 (1 一 克 (4.26.2) 
对 任意 右 天 | 归 ,我 们 还 定义 
[p= pg, lg) = pl (4.26.3) 


证 明 |, ;和 |y- ) 是 的 本 征 矢量 ;(e) 证 明 |y, 》 和 |y- ) 相 应 的 波 函 数 分 别 是 偶 函 数 
和 奇 函 数 . 


:省 8。 (a) 开始 ,我 们 考虑 右 和 失 | = | YLr)1r)dr 于 是 


x y= Jyenr | ry] 电 *r = [gr) [一 my 于 (4.26.4) 
作 积 分 变数 替换 "= -r, 和 x| 少 ) 相 应 的 波 画 数 是 
‘rinx|d}= jx- rtr Pry 电 rr = jscr- 7 外 一 = (4.26.5) 


(b) 利用 (a) 的 结果 ,我们 有 (rz| 田 =(- | 内 ,因而 ,(rlr= 《一 +|. 另 一 方面 , 取 (4.26.1) 的 厄 米 共 
亏 得 到 《r|a* =《 一 +|. 因 为 上 式 对 任何 Cr | 都 是 成 立 的 , 北 有 x 二. 
(c) 我 们 有 

开 |ry》=mrlry=Trl-ry=|ry (4.26.6) 
因为 上 式 对 任何 |+) 都 成 空 ,我们 有 式 =1, 设 | 办 是 的 具有 本 征 信 p 的 本 征 矢量 ,x|$) = p1$), 于 
是 ,~ 方面 我 们 有 

T= =| (4.26.7) 

而 另 一 方面 我 们 有 


m1 = mpl$) = pri Fl$) (4.26.8) 
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4.27 


4.28 


因此 疡 =1, 但 是 ,因为 * 是 厄 米 算 符 ,其 本 征 值 必 须 是 实数 ,所 以 可 能 的 本 征 值 是 +1 和 ~1 
(d) 我 们 有 


| 内》 二 | 办 三 子 z(1+D) 1 好 = 二 (rte)1 罗 ) (4.26.9) 
使 用 (c) 的 结果 ,我 们 得 到 
Ri) = p=) (4.26.10) 


所 以 | 办 ) 是 “的 本 征 值 为 +1 的 本 征 矢量 ,同样 ,我 们 可 以 得 到 结论 1%- ) 是 «的 本 征 值 为 -1 的 本 


征 和 气量 . 
{e) 利用 {的 结果 ,我 们 有 《rx )= (一 +r). 另 -方面 ,根据 (d) 的 结果 


Cr gp) = tr | py = po (Cr) (4.26.11) 
因此 ,%, (一 让 = 交 , Cr), 故 光 ;是 惕 请 数 , 间 样 (r|xly. =yy_(-r) ,以 及 
rin|lg) =- (rig)= yy (-r) (4.26.12) 


因而 ,yy-(r)= 一 -4 一 r), 且 -是 奇 耳 数 .注意 ,对 任何 右 矢 1y) 我 们 可 以 将 其 写成 19) = 15,》+ 
| 区- .这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 方法 将 波 丙 数 分 成 偶 函 数 和 奇 函 数 两 部 分 . 
考虑 用 哈密 顿 量 


H = 让: V(r) {4.27.1) 


描述 的 一 维 物理 体系 . (a) 证 明 [ 责 ,z]= 一 iipjm;(b) 对 定 态 , 求 (p)( 仅 考虑 平方 可 积 
态 ). 


证 8 和 5 。 (4) 考 谍 对 易 关系 
[Hz = 区 zl+[IY(z),z]= 直 28[pz]+0=- 选 (4.27.2) 


《b) 在 证 态 ,我们 有 万 |y)=41y), 这 里 是 本 征 值 ,因为 昕 是 厄 米 算 符 ,我 们 还 有 {yw|H=4| 多 ， 利 
用 (a) 的 结果 ,我 们 最 后 得 到 


《站 = (91p1D= Ry He aH = gl zl -yl 1D] = 0 (4.27.3) 
考虑 一 维 自由 粒子 ,i =0 时 刻 的 波 函 数 由 


p(x,0) = N| ew erdk (4.28.1) 


给 出 ,这 里 N 是 归 一 化 常数 ,而 &。 是 实数 .在 时 刻 z 作 动量 测量 , 求 测 最 结果 落 在 - Dp! 
和 pi 之 间 的 概率 加 ( 户 ,z 


` 淫 W 。 首先 我 们 注意 到 粒子 的 波 甫 数 plz, 丧 和 其 在 动量 表 痕 中 的 波 函 数 (p,:) 之 间 的 关系 
是 


Ht) = | se pst)dp (4.28.2) 


(这 是 傅 里 时 变换 ) ,将 站 = pf 代 信 yg(x,0) ,我们 得 到 
$20) = eedp (4.28.3) 
因而 


$ (p,0) = PV Irie rim (4.28.4) 


TT A ep es 


Te 


NR -ur ee 


Por 
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从 殉 志 ,0) 的 归 一 化 条 件 , 我 们 可 以 求 出 常数 NN 
™ 一 nN 2 记 1 殷 nN 址 0 zp | | 2 
[gp ap = er mp = (je |" |= 2rkoN = 1 
(4.28.5) 
__1 
因 比 N=- 于 ,并 且 
Y = ee 4.28.6 
yp0) vi 0 ( ) 
自由 粒子 的 哈密 顿 量 是 万 = pj27. 悉 空 间 的 基 |p) 由 态 的 本 征 矢量 构成 . 
如 | 六 一 兢 1p) = E, | p) (4.28.7) 
注意 ,对 任何 p.y(p,1) 实 际 是 粒子 的 态 |y(z)), 基 |p) 的 展开 式 中 | 记 ) 的 系数 : 
| $0)) = Ws | podp (4.28.8) 


这 里 多 (p,?)= (p18). 1g(1)) 的 时 间 演 变 可 表示 为 
1g{1)) = | {p.0)e Bh | pydp = | smo erinm | pydp (4.23.9) 
或 等 价 于 


人 
1 eol er tim 


0 = -7 庆 (4.28,10) 
0 


最 后 ,我们 得 到 


op- 才 ) 了 = (时 -于 ) 


1 
{4.28,11) 


4.29 考虑 用 动力 学 变量 + 和 表示 的 经 典 量 ,就 是 f+ ,p) ,假设 在 f(r,p) 出 现形 为 +*p 
的 项 ,用 量子 化 规则 , 求 出 与 此 项 对 应 的 量子 力学 算 符 . 


解 #3 。 令 算 符 R 相 应 于 经 风华 标 r, 算 符 P 相应 于 经 典 动 量 p ,注意 RP 不 是 厄 米 算 符 
《有 P) = {XP, + YP,+2P.) = PX+PY+PZ=P.R (4.29.1) 
为 了 求 出 与 r' 忆 相应 大米 算 符 ,我 们 必须 将 算 符 民 .P 对 称 化 


BIR'P+(R.P)]= (RP+tPp.R) (4.29.2) 


作为 练习 ,请 证 明 该 算 符 的 确 是 所 米 算 符 . 
4.30 考虑 一 个 具有 三 维 态 空间 的 物理 体系 .在 态 空间 选 定 一 组 正 交 归 一 基 , 在 这 组 基 下 险 
密 顿 量 可 用 牌 阵 
2 1 0 


H= |1 2 0 (4.30.1) 
0 0 3 


表示 . (a) 当 测量 系统 的 能 量 时 ,可 能 的 结果 是 什么 ?(b) 一 个 粒子 处 于 1y) ,用 这 组 基 


1 


| 
| | 亲人 


i 


解 EF (a) 可 能 的 能 量 是 寺 的 本 征 值 它 可 以 通过 解 方程 det( 百 ~- 1) =0 求 出 .或 
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1 2- 和 4 0|1=[(2-A-1t3-A = (2 44+3)(3- 4) 


= (3 一 2) (4,30.2) 


内 此 有 ,Ei =1 和 了 上 :=3, 注 意 EE, 是 非 简 单 本 征 值 ,而 Es 是 简 并 的 , 它 对 应 一 个 两 维 的 子 空间 
(b) 法 1 我 们 写 出 
2 1 D i i 


(1 有 HI 办 = 育 方 全 i 0 2 人- 证 = 二 (ii i 


00 3 1i 3i 
= 本 (1+1+3) = 祠 (4.30.3) 
以 及 
2 1 0 i 
(FP)}= (yg1H I = (i i -DI1 2 0| |-i (4.30.4) 
003) | 
21 0f; i 
-村 Ci -912 0 i= -rr9) = 时 
00 3 9i 
和 
AH = (HAH MY- (4.30.5) 
法 2 我 们 定义 
i 0 
iu) = 方 -i|， lu = |0 (4.30.6) 
0 i 


于 是 | 办 = 性 1m) tA 于 1za》, 过 意 | ) 和 1) 都 是 如 的 本 征 矢量 


‘210 i i 
1 , 1| . 
th 2 011-i = 万 |-: =| = Elw) {4, 扣 0.7) 
D0 03 0 0 


同样 ,日 us)=31wz)= Eus), 本 征 向 量 | vt) 和 | ws) 是 正 交 的 ,这 是 因为 它们 对 应 吾 的 不 同 本 征 
值 , 于 是 我 们 得 到 


‘HY= (/ 20 tf i) (WV/2 于 | ui) ts/ 4 | oj)= 3 了 Elta | ui) 


2 2 
+ 3 Ew | 2) 一 要 + 1= 序 (4.30.8) 
另外 
2 2 2 j i:2 } 
‘Hy= (gy1H = 可 tu 1+ Tiu, 1)H (V2 TE |wy+ Es | ua) )] 
_ 2 | 
一 村 三 二 可 磺 = 本 {4.30.9) 


和 AH=v (HD -HY =2y313 


1! 四 
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4.31 参考 问题 4.30, 假设 体系 的 能 量 被 测量 , 测 得 玉 =1. 随 后 对 变量 A 进行 测量 ,变量 A 
在 同一 组 共 下 同 矩 阵 


5 0 0 
六 = 2 1i (4.31.1) 
0 -i 2 


描述 , (a) 求 4 的 可 能 结果 ;tb) 获 得 (a) 中 每 一 个 结果 的 概率 是 多 大 ? 
: 解 比 ”a) 可 能 的 结果 是 A 的 本 征 值 ,可 通过 解 如 下 的 久 期 方程 求 出 ; 


党 


dett4 — 4) = (5— A -AP -1] = (5-A)3 -aA)(l— a) (4.31.2) 
因此 
ai=1， a=3, as=5 {4.31.3) 
(b) 能 重 王 =1 是 哈密 顿 量 的 非 简 并 本 征 值 ,于 是 测量 能 量 后 ,系统 的 态 仍 被 本 征 矢量 
1 
区 -= 方 -1 (4.31.4) | | 
0 
很 好 地 确定 ,现在 ,我 们 求 4 的 属于 (a) 中 每 个 本 征 值 的 本 征 矢 量 .完成 这 件 事情 ,只 要 直接 解 方程 | 
5 0 Olfa a | 
0 2 il|pl=al|p (4,31.5) 
站 -i 2/\7Y Yr 


例如 ,对 ui ,我 们 有 
Sa= 
28+iy= (4.31.6) 
-+27= 7 
因此 ,a =0, 任 意 选 择 8=1, 我 们 得 到 y=i, 于 归 一 化 后 ,我 们 得 到 


| 


1 
= 二 /1 4.31.7 
li 


以 同样 的 方式 ,我们 可 以 得 到 A 的 属于 ua 和 a; 的 本 征 矢量 


0 1 
2 = 方 ; & = 方 0 (4.31.9) 
1 0 
最 后 ,测量 得 到 结果 a, 的 概率 是 za ) = | 有 | 他 上 ,于 是 
1 2 
1, , .1 
Pla)= |F0 1 -1 万 |-1 = 于 -12= 卫 (4.31.9) 
0 
同样 ,我 们 有 
1 2 
Ple) = 本 |(o i Dil so 1 (4.31.10) 
4 4 "7" 
[mh 
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1 
| 
Paj) = 韦 (1 0 0|-1 = 方 (4.31.11) 
0 
4.32 质量 为 m 的 粒子 被 限制 在 位 于 x=0 和 = 工 的 一 维 无 限 深 势 阱 中 ,粒子 的 定 态 | 多 》 
相应 于 能 量 

me . 

E, = Dr? 于 1,2, (4.32.1) 


和 波 函 数 点 = 子 sin (加 =] ,考虑 这 种 情况 :在 时 刻 1=0, 粒 子 处 于 态 1y(0)) 一 [1 


+ |$.)》]A2.(a) 求 含 时 的 |y(1));(b) 计 算 波 防 数 gz 
冲 晤 (人 a) 因为 下 = 到 让 /2aL2 ,EE, =2W 入 [ml7 ,我 们 有 


1 = lem | bY + iE2dt | $Y] = [ee | $Y 4 em | $,)] 


{4.32.2) 
{b) 波 函 数 %(z, 妇 可 由 计算 (z1g(7)) 得 到 , 即 
Wz,9= (e100)) = 万 [(z my)anf- 尖 让] (zh)exp [加 ) ] 
= 方 sel- 让 苍 jsn( 至 ) 者 oo(- 宫 六 )sn( 符 *) (4.32.3) 
4.33 ”证明 从 莅 定 丧 方 程 求 出 的 态 矢 量 的 檬 保持 常量 . 
. 迄 和 5 考虑 柱 定 主 方 程 
是 180) = 让 HD 1 $2)) (4.33.1) 
在 方程 (4.33.,1) 两 进取 厄 米 共 罗 , 我 们 得 到 
EG) 1 = gn) | HE) =- 二 (g(t) | H(t) (4.33.2) 
因 H(t) 是 可 现 测量 ,所 以 它 必须 是 厄 米 算 符 ,于 是 我 们 有 | 
Cp) 1 C2))= EE yep)) + 《WED 1 4 EE)) 
= |- 二 (gy) | HO pt)) 
1 _ 
+ (ga) 1 [BH 1 yt) ]=0 (4.33.3) 
4.34 势 V(r) 中 的 粒子 ,其 哈密 顿 量 是 
H= EP + VER) (4.34.1) 
(a) 在 ~ 表象 中 写 出 藤 定 兽 方 程 ;(b) 在 p 表象 中 写 出 基 定 油 方 程 
': 解 喇 。 考虑 苹 定 博 方程 
1)) = HI 下) (4.34.2) 


将 该 方程 投影 到 基 , 我 们 得 到 


请 闲人 中 人》 = jr Pg) + Cr VOR) 1 pe)) (4.34.3) 


EE Th rr 


TP TE rR 


re 


Ri 


"TO 
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相应 于 | (2)) 的 波 函 数 是 pCr,t}= 《riy4t}) 我 们 还 有 
2 之 


Ea 
Cr iP p= ri (Pt PrP) GD)) = (Fr tr + zy) 


dz 了 
=— He V(r, 2) (4.34.4) 
并 且 考 虚 到 (rlV(R)| yl2))= Vir)ylr,t). 于 是 
了 
计 了 (ro = [去 .9+ vtr g(r,n) (4.34.5) 


(b) 我 们 一 开始 就 将 藤 定 词 方程 投影 到 p 表象 


a 


计 字 C1 p(t)) = 2p | PY 1g + pl VOR) | 和 (4.34.6) 


动量 表象 中 的 波 函 数 用 (pt) =《 思 | ) 定 义 ,于 是 我 们 有 


(pIEP’ | gt)) = pip(p,t) (4.34.7) 
为 了 计算 方程 (4.34.6) 中 人 p VCR)1g(2)) 一 项 ,我 们 在 VER) 和 |y(z)) 之 间 插 和 人 p 表象 中 的 完备 
性 关系 ,得 到 
‘pI VOR) $1)) = J | VR) | pop fyie)) dp’ (4.34.8) 
利用 > 表象 中 的 完备 性 关系 ,我们 有 


‘pI VIR)Ip= jis Er | VR) | pdir = iy |e | VR} | pdr 


(4.34.9) 
我 们 还 有 
《| (Ce (4.34.10) 
于 是 ,利用 方程 (4.34.8) 到 {4.34.10) ,我 们 看 到 
‘pI VOR) | yl)) = Gy | Vp ppp Pp (4,34,11) 
这 里 
Vlp-p)= ry A (4.34,12) 
注意 , Y(p) 是 V(r) 的 储 里 叶 变 换 ,最 后 ,我 们 有 
; 
i ED pF Bp) ay | Vp -六 二 (pa 区 (4.34.13) 
4.35 ”证 明 算 符 exp( -iip,/) 描 述 距 离 为 1 灌 z 轴 的 平移 . 
证. 在 xz 表象 考虑 问题 .我 们 寻找 一 个 算 符 太 , 它 作用 于 波 函 数 yy(x) ,使 得 
, AN = yx -i) (4.35.1) 
利用 泰勒 展开 ,我 们 可 以 写 出 
PE- = plr) p(x) + (x) 十! 十 a Fe (4.35.2) 
在 表象 中 ,动量 算 符 的 作用 为 p.J(z)= 读 也 Cz). 因 此 
i + pn 
Gz -D5 pz) Ep) + EE) pg) tt pyle) + 
ip, 
= ep{ 2 je(z) (4.35.3) 


4.36 假设 在 理论 摘要 中 给 出 的 假设 除 假 设 下 外 都 是 成 立 的 , 即 我 们 引 人 体 系 ,其 哈密 顿 量 算 


本 


i rr 


PT 


ee 


i 


rp 
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4.37 


4.38 


符 不 是 厄 米 算 符 ,考虑 一 个 体系 ,其 态 空 间 是 商 维 的 . 设 | 罗 ) 和 |) 形成 态 空间 的 正 交 
归 一 基 并 且 分 别 是 哈密 想 算 符 的 属于 本 征 值 E, =5#6 和 ;= (4 一 划 二 的 本 征 矢量 ,(a) 
假设 在 时 刻 t=0 体系 处 于 态 | 看), 在 时 刻 ,体系 处 于 | 加 的 概率 是 多 大 ;fb 对 | 网 》 
重复 (a) 的 计算 ;(c) 解 释 (a) 和 (b) 的 结果 . 
解 EF (a) 利 用 量子 力学 假设 ,时 刻 + 的 态 矢 量 是 
IoD = ei = ee | (4.36.1) 

于 是 ,在 时 刻 + ,体系 处 于 态 | 和 如) 的 概率 基 Pi(ti= |e |?=1. 
{b) 在 所 给 条 件 下 ,我 们 有 

| 可 (4.36.2) 


体系 处 于 态 1 风 ) 的 概率 是 p(t)= | ee ， 
《c) 检查 结果 ,我 们 看 到 态 |$) 是 不 稳定 的 .在 这 个 态 找 到 体系 的 概率 随时 间 指 数 衰减 ,而 态 1#, ) 的 
情况 就 不 同 . 它 是 稳定 的 .保持 初 态 永远 不 变 . 这 意味 着 哈密 顿 量 算 符 不 是 厄 米 算 符 , 因 而 不 能 严格 地 
代表 一 个 独立 的 物理 体系 ,更 何况 ,物理 体系 还 可 能 是 大 系统 的 一 部 分 ,因此 在 唯 条 上 ,复数 能 量 的 概 
念 在 考虑 态 的 不 稳 性 时 将 被 证 明 是 有 用 的 . 
考虑 稳定 势 V(r) 中 的 粒子 .证明 

IR = 了 ， udp =-《 W(R)) (4,37.1) 


i 


T 和 卫 是 熟知 Ehrenfest 方程 ,是 经 典 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 类 似 、 
证 3 我 们 从 考虑 系统 的 哈密 顿 量 开始 : 


H= 二 + VLR) (4.37.2) 
因为 可 观测 量 p 和 WV(R) 不 明显 地 依赖 于 时 间 , 根 据 方程 (4.55) 我 们 有 
dR} 1 1 2 
(R= 于 (|R, 帮 ]) (4.37.3) 
这 里 ,我 们 使 用 了 RR 和 VUR) 对 易 的 事实 ,利用 正则 对 易 关系 ,我 们 可 以 得 到 
Fa 本 
(到 ]) 二 于 (pp) 《4.37.4) 


所 以 ,出 开 = 《(P?/m ,对 了 利用 (4.55) 并 使 用 回 题 (4.9) 的 结果 


pH = 下 (py VOR)D) = 二 (证 PY(R)]) = (py(RD) (4.37.5) 


清 将 此 题 和 问题 3.3 进行 比较 ， 
假设 在 薛 定 评 图 像 中 ,所 有 算 符 都 是 时 间 无 关 的 . (a) 在 海 森 伯 身 像 中 推导 出 表述 算 符 
Au 六) 时 间 演 变 的 方程 . (b) 证 明 方程 (4.55) 在 海 森 伯 图 像 中 也 是 正确 的 . 


证 二 (a) 在 芒 定 请 图 像 中 , 联 立 六 定 得 方程 和 方程 (4.61) 我 们 有 


这 FU 10) | 组 (和 = HU #0) | b(t0)) (4.38.1) 
因为 此 方程 对 任何 | g(to)) 都 是 成 立 的 ,我 们 得 到 i#2 Ut ti Jia = 厂 Utz, so).H, 是 厄 米 算 符 ,于 
是 我 们 还 有 一流 序 U'(z,40) = 有 EUT(1,t0) .我 们 将 方程 (4.59) 对 时 间 求 导 并 得 到 


dAn(z) 了 a 
a 2) _ [B00) AUCoa) + Uso)A, [2UG,s)] {4.38.2) 


代 人 时 间 导 数 的 表达 式 ,我 们 得 到 


56 人) 1 
TU HAU( to) +t UAHUG to) (4.38.3) 


了 2 ， 
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因为 U(t,t0) UT(t, to) 等 于 单位 算 符 , 我 们 在 A, 和 吾 之 间 播 人 该 溢 积 得 到 


Cr = LU FUG OU ,AU ,0)] 


+ LUE) AUG, IU (a) FU, 40)] (4.38.4) 


利用 方程 (4.59) ,我 们 最 后 得 到 让 9A) ,Hs (4)1 


tb) 算 符 在 海 森 伯 图 像 中 的 平均 值 是 


(ACE = tht Ap(t) (py) {4.38,5) 
在 方程 (4.38.5) 的 右边 ,只 有 A (z) 依 赖 二 时间 ,因此 
RA) = {gh [|| (4.38.6) | 
我 们 假设 ,在 蔡 定 词 图 像 中 ,A 基 时 间 无 关 的 ,于 是 利用 (a) 的 结果 ,我 们 得 到 
SA = 去 人 [As ,oO]) (4.38.7) 


在 本 问题 中 ,我 们 证 明 , 对 了 一 个 保守 体系 ,能 量 的 不 确定 性 越 大 ,体系 随时 间 变 化 越 
快 ,考虑 具有 连续 谱 的 哈密 顿 量 ,并 假设 谱 是 非 简 并 的 ,考虑 具有 不 确定 能 量 AE 的 态 
iy(z6)) ,证 明 如 果 体系 在 寺 间 间隔 Az 内 产生 不 容 忽视 的 变化 ,那么 


上 AAA 忆 站 {4.39,1) 
“证 。 套 |yg(i6)) 可 以 写成 形式 
1 g(t0)) = {alE) 1 $e)dE (4.39.2) 


这 里 | 大 是 太 的 具有 本 征 信 太 的 本 征 态 ,我 们 定义 -一 个 态 , 对 这 
个 态 la{E)|? 具有 图 4-2 中 给 出 的 形状 . 

在 这 和 镍 情 闹 下 ,AEF 化 家 体系 能 盟 的 不 确定 性 ,应 用 (4.53) 坊 
| 区 [加 六 变化 到 


| gE)) = [a(Be won 1 dE (4.39.3) 


为 估计 体系 产生 不 可 名 属 的 变化 所 融 的 时 间 介 由 ,我 们 计算 在 态 
1x) 找 到 体系 的 袜 率 .该 概率 是 
2 2 
图 4 P(xy,2) =1 Cx | fie) fp? = [aEyeerom(y | £7dE 
(4.39.4) 
如 果 AE 烃 充 分 之 小 ,相对 et) 的 变化 ,我 们 可 以 忽 略 (x1 夫 的 变化 ;因而 用 (X15 ) 代 痊 (x | 关 》， 
我 们 得 到 


Pxt) el (y | 


2 
Jeeronae| {4.39.5) 
因而 , P(x ,近似 等 于 e( 忆 ) 的 傅 昌 叶 变 换 的 模 平 方 ,利用 缚 蜂 叶 变换 的 性 质 , P( xz ,4) 的 宽度 az 和 
AE 有 有关, 关系 式 为 


At - 
计 AE 之 {4.39.6} 


这 里 Az 是 个 时 间 周 期 ,在 这 个 周期 内 ,在 态 | ?找到 体系 的 概率 不 可 忽略 ,因而 它 可 以 作为 一 个 时 间 
间隔 的 估计 ' 在 这 个 时 间 闻 隔 内 体系 发 生 了 不 可 忽 咯 的 变化 . 


pe 


4.40 
4.41 
4. 抽 
4.43 


4. 村 


第 四 章 ”量子 力学 基础 


-73. 


补充 习题 


考虑 向 上 的 子 空 间 e 的 投影 (参看 4.1 节 ), 证 明 Ps = PP。. 

在 一 组 连续 右 矢 的 情况 下 ,重新 计算 问题 4.13. 

在 一 组 离散 右 基 的 情况 下 ,重新 计算 问题 4.14. 

考虑 如 下 四 个 表达 式 (4 是 一 个 算 符 ) 

CD ep lap co ep lA Cy lAIP yg), Gv) ALD LATSY. 

{a) 对 每 一 个 表达 式 , 问 它 是 属于 标量 .等 符 , 右 矢 或 左 矢 的 哪 一 个 ?《 切 求 每 一 个 表达 式 的 厄 米 共 本 ， 
答案 〈a) 人 0 标量 , (让) 左 矢 ;( 诈 ) 算 符 ; (iv) 右 矢 , CD) $A 四 信 ,5 有 A | 和” 

CG) CHIP AAT ADS CG) 《党 | oD GIA Cv) $1 AND (glaA'. 

使 用 右 矢 和 左 矢 在 给 定 表 象 下 的 分 量 式 推导 标量 积 的 表达 式 


($1 = BBC 1D = [80° (a) Ca)ae (4.44.1) 
证 明 ex 和 er 对 任何 实数 < 对 易 [ 提 示 : 应 用 问题 4.9 的 (b)]. 
证 明 两 组 正 变 归 一 基 之 向 的 变换 矩阵 (方程 4.29) 是 么 正 变换 ,有 即 
SS = S'S$=1 
利用 两 组 茜 fi x,)} 和 (| 1 的 正 交 归 一 和 完备 性 关系 导出 方程 (4.31),(4.32) 和 {4.33) 
参考 问题 (4.28),{a) 波 包 在 :=0 的 形状 如 和 何 ? (bb) 计 算 -1=0 时 AzAp. 
答案 Ca) flr 0) /i 1bjArAp= A2. 


应 用 柱 定 广 方 程 ,推导 出 方程 (4,54)， 

推 时 出 假设 村 的 方程 (4.52) 和 {4,53).[ 提 示 , 首 先 求 哈密 顿 算 符 本 征 笑 量 的 时 间 演 化 , 热 后 利 几 苹 定 
混 方 程 的 性 质 (b) ;参看 4.9 节 , ] 

求 出 描述 动量 的 + 分量, 漂移 的 算 符 , (提示 :与 问题 4.36 比较 .》 

答案 eT 


Po 


训 二 部 证 所 于 


5.1 导论 
在 本 章 , 我 们 考虑 粒子 在 简 谐振 子 位 势 下 的 运动 . 


V(z) = 二 kz? (= 常数 ) (5.1) 


振子 位 势 一 般 微分 方程 的 求解 方法 在 求解 量子 力学 问题 时 常常 用 到 .物理 学 中 的 许多 问 
题 在 适当 条 件 下 可 以 简化 成 谐振 子 ,例如 ,在 经 典 力学 中 ,在 一 个 经 典 平衡 点 附近 的 展开 式 中 ， 
计算 到 第 二 阶 , 我 们 就 得 到 简 谐 势 kx?/2 

酝 定 诸 方 程 :一 维 谱 拔 子 的 哈密 顿 量 是 


H+ (5.2) 


这 里 = mw ,变数 w 和 wm 分 别 是 谐振 子 的 角 频 率 和 质量 ,我 们 有 


p’ mw ri 让 mw: 1 


H=3m 7 3m dt 3 


(5.3) 


于 是 , 定 态 薛 定 请 方程 是 


一 和 过) 十 2 28(z) = Fy(x) (5.4) 
本 征 函 数 即 醉 定 得 方程 的 解 是 
] 114 1 rz 2 2 _ 
p(x) 二 (去 | At) 名 (5.5) 


这 里 1 = v /mw ,H,() 是 厄 米 多 项 式 .谐振 子 的 本 征 值 即 本 征 能 量 是 
E, = (n+ 主 )in = 0,1,2,.. (5.6) 


5.2 厄 米 多 项 式 


尼 米 多 项 式 Hu.( 纪 是 = 阶 多 项 式 , 它 对 于 偶数 n 对称, 对 奇数 n 反对 称 . 厄 米 多 项 式 是 
微分 方程 


dH, dH, 
i 2 和 + (入 -1)H.(8) =0 (5.7) 


的 解 ,该 方程 可 以 简化 为 


dH 
St - 2 pe +2nH,(5)=0 (5.8) 


厄 米 多 项 趟 满足 如 下 的 关系 : 


dH; 
oe = 2nH.1($) (5.9) 
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1 Hi(9) = 2¢H, (区 -22H 1 (¢) (5.10) 
厄 米 多 项 式 的 母 画 数 是 
30 = > 下 99。 (5.11) 
和 
H(t = Fs[S(8,0)]|,, (5.12) 
有 关 厄 米 多 项 式 的 更 多 信息 在 数学 附录 中 给 出 ， 
5.3 两 礁 和 三 维 谐振 子 
和 一 维 情况 相似 ,在 两 维 情 况 下 ,哈密 顿 量 是 
H, = Pst pr } Mot | Moy (5.13) 


2 2 2 


在 这 种 情况 下 , 险 密 顿 量 是 可 以 对 z 和 y 分 离 变 数 的 ,这 样 ,问题 就 简化 为 两 个 一 维 请 振子 ， 
一 个 变量 为 = , 另 一 个 变量 为 y, 在 这 种 傅 况 下 ,本 征 函 数 是 


和 (5.14) 
这 里 加 (x) 是 一 维 谐振 子 的 本 征 函 数 .相应 于 y。 (zx,y) 的 本 征 值 是 


En = how, | 1 T 去 上 hw, (1, 十 去 】 {5.15) 


2 赔 
推广 到 三 维 情 况 是 简单 易 行 的 . 
5.4 谐振 子 的 算 符 方法 


通过 解 基 定 望 方程 ,可 以 把 本 征 函 数 当 作 = 维 矢量 空间 单位 矢量 的 正 交 归 一 基 . 这 里 ,我 
们 想 前 进一步 ,只 用 算 符 求 出 本 征 值 谱 和 本 征 函数 , 降 算 符 和 升 算 符 ,a 和 at+ ,定义 为 


a = 倒 (2+ 臣 j,i=y/ 司 (4- 臣 ) (5.16) 


这 些 算 符 对 表示 谐振 子 的 本 征 函 数 来 说 是 非常 有 用 的 工具 ,注意 ,谐振 子 的 哈密 顿 算 符 可 以 写 
为 


HH= ho [1a + 方 ) (5.17) 


H= jo ( ao - 评 | (5.18) 


可 以 证 明 , 这 些 算 符 的 对 易 关 系 是 

[ea =1， [Ba]=-jom，[Biatl = faut! (5.19) 

我 们 用 i) 表示 谐振 子 的 第 = 个 态 g(z), 于 是 a 和 at 满足 方程 (参看 问题 $.10) 
人 


(5,20) 
4 2》 一 w ntlln+ly 
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现在 ,我 们 有 理由 将 a 和 a! 分 别 命名 为 降 算 符 和 升 算 符 了 .于 是 可 以 用 这 种 方式 


(ay) 1 0) (5.21) 
Hn 


| nn) = 
构成 态 |n}, 这 里 |0) 是 真空 态 (x =0). 
例 题解 答 
5.1 一 维 谐振 子 用 势 
V(z) = kz? (5.1.1) 
措 述 .这 里 夫 是 正 实 数 ,可以 证 明 角 频率 是 w = jm ,这 里 m 是 谐振 子 的 质量 . (a) 对 
此 势 求解 薛 定 刘 方 程 并 求 出 该 系统 的 定 态 本 征 矢量 ;(b) 参 考 (a) , 求 出 谐振 子 的 能 量 本 


征 值 ,最 小 的 能 量 本 征 值 是 多 少 ? 并 作出 解释 . 
解 #。。 (g) 本 系统 的 哈密 顿 量 可 以 写成 


HH= 直 + (5.1.2) 
或 
日 -起 和 + 加 (5.1.3) 
于 是 本 征 值 方程 是 
-站 和 +， (zx) = Ep(z) (5.1.4) 


我 们 定义 。= 下 并 作 变 数 变换 # =\/ zx; 因而 ,有 


中 过 了 dd 上 | mw 哇 
名- 起 ( 纵 )- 过 ( 攻 ) -将 束 (5.1.5) 
所 以 
+ yt) -eb) = (5.1.6) 
或 
+e- Fp=0 (5.1.7) 
对 于 大 的 8{ 大 的 xz) 微分 方程 (5.1.7) 的 主要 部 分 是 
党 - =0 (5.1.8) 
该 方程 的 解 具有 波 函 数 在 上 很 大 时 的 渐 近 行为 
P(E ~ ea (5.1.9) 
于 是 ,我 们 可 设 
gH) = HWE {5.1.10) 


代 人 (5.1.8) 得 到 
= 有 EH (er ~ te? 


= H(th. 258 (Verh (Eee + EH(EYe rh (5.1.11) 


Ee 


5,2 
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或 
党 = [Hr -20 + (CDHIeT {5.1.12) 
于 是 我 们 有 
[I + (FH]e +(e He =0 {5.1.13) 
我 们 得 到 厄 米 多 项 式微 分 方程 
HD -2 BAe - DH =0 (5.1.14) 


人 


波 函 数 让 =0(x = 站 附近 的 行为 由 这 些 多 项 式 来 说 明 ,为 了 解 该 方程 ,我 们 用 H($)= 2 ant 代 
入 ,于 是 


绍 - Dantn De? = Taalnt ant De {5,1.15) 
Ei 州 二 妆 
和 
-2rd 9nat (5.1.16) 
5 n=0 
所 以 
Data t Dn tl) -2na + (e -Da = 人 0 ‘5,1.17) 
PE 
因此 ,该 级 数 的 所 有 系数 都 必须 为 零 
anritn t+ ant+1)+(e—2n— 1)a,=0 {5.1.18) 
或 
dna = Ca (5.1.19) 


我 们 令 a 天 0 和 ai = 人 9) 以 qz、as 62m 的 值 (mm = 正 整 数 ) ,同样 令 ao =0 和 oa 天 0 以 求 册 43 as， 
aawm-i 的 值 (m = 正 整 数 ) ,ae 或 al 的 值 由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 算 出 . 


《b) 如 在 (ta) 那样, 我 们 希望 波 函 数 在 上 很 大 时 渐 近 地 趋向 ce ,开始 ,对 其 些 2 我 们 令 五 (她 的 系 
数 为 零 ,对 那些 n ,我 们 得 到 

2n+1-e= ‘5,1.20) 
即 &=2n+1, 或 


= (+ 本) 各 (5.1.21) 


因此 ,我 们 得 到 能 量 本 征 值 的 量子 化 条 件 , 没 有 能 源 , 体 系 在 温度 了 =0 达到 其 最 小 能 量 本 征 值 Eo = 
ku 和 ,该 值 是 测 不 准 关系 

ArAp = #1/2 (5.1.22) 
强加 给 详 振 子 的 ,是 系统 能 够 具有 的 最 小 能 量 本 征 值 . 


一 个 粒子 具有 了 能量 已 = hw/2, 在 谐振 势 下 运动 ,计算 粒子 在 经 典 禁 区 出 现 的 概率 ,将 结 
果 和 和 粒子 出 现在 更 高 能 级 的 概率 进行 比较 . 


-前 入。 对 经 典 谐振 子 ,我 们 有 


I = Ancoswt, p=— mAwsiniwt {5.2.1} 
因此 能 量 是 
”1 “4A。 
FE, = 起 十 Fm x = 和 (5.2.2) 


Spi Tr Ho etm Er A 


er 


a 


3 有 ， 
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上 式 给 出 A. =\/ 23 ,经 典 禁 区 是 |z1> A。 或 1z| >V 2 于 是 在 经 典 禁区 找到 粒子 的 概率 是 


A A A 
=1 -全 pi Cr) (rdr . {5.2.3) 
考虑 基态 ,我 们 有 
” 。 1 2 
Ps=2 (zx)gnlx)dzr = 2 etd (5.2.4) 
0 | po (xTiga lx Id 坟 |。 I 
做 积分 变 煞 变换 w= x14 ,我 们 有 
7 = 9 1 2 dz (5.2.5) 
我 们 有 Ao14 =1; 所 以 
20 7 
Po=1 -| dy (5.2.6) 
数值 法 求解 上 式 ,我 们 得 到 Po =0.1578( 参 看 问题 12.8). 
对 于 激发 态 , 粒 子 出 现在 经 典 禁 区 的 概率 是 
_ A 1 x 2 _ 1 A Eh zz 
p,=1-2| (Ee Mar = 1 Fril, 思 ( 王 )e*( 三 ) 
(5.2.7) 
令 7=z12 ,我 们 得 到 
忆 = 1 一 7 = I FL Hi (Cn)e dn {5.2.8) 
利用 熟知 的 厄 米 多 项 式 印 (9)=1, 量 ( 力 =27, 瑟 (9)=4 玉 -2 和 A =Y3. 我 们 得 到 
pi = 1- 2 eran (5.2.9) 


数值 解 是 P, =0.1116, 我 们 还 有 
Pp, =1- 二 人 4 4167 + derd =1- 2 (4 4 -4 天 + er dn = 0.0951 
十 局， 7 好 打 j » 7 e 0 二 


(5.2.10) 
这 样 ,我 们 已 经 看 到 po =0.1573,P, =0,1116, 了 ;=0.0951 ,注意 P, ,能 级 越 高 它 的 值 越 小 , 出现 这 种 
情况 的 原因 是 :能 量 高 的 粒子 比 能 量 低 的 粒子 “更 经 典 ”, 所 以 ,具有 高 能 量 的 粒子 出 现在 经 典 禁 区 的 概 、 
率 小 . 
利用 测 不 准 关系 ApAz 疡 于 2 ,估计 谐振 子 的 基态 能 量 . 
: 解 证 谐 绑 子 的 哈密 顿 量 是 


2 2 
H= 才 +2 了 (5,3.1) 
能 量 的 期 望 值 是 
了 2 
‘H}=E= Pp + 2 《zy (5.3.2) 
我 们 可 以 写 出 
Ap’ = (pl}— (py, Ar = (zx) (ry {5.3.3) 


对 于 谐振 子 (p)= 《xz}=0 这 些 结 果 的 证 明 如 下 ， 
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第 玉音 潜 振 于 
Cx) = Bag (zd = | x lz) Pdz (5.3.4) 
反对 称 圾 数 zz)|? 在 对 称 区 间 上 的 积分 为 零 ,所 以 (x) =0 同样， 
Cp) = | pi (2) dr (5.3.5) 
侯 变 数 变换 = z1) 和 X =/ 二 ,我 们 有 
Cp) =— i pi (0) Sas (5.3.6) 
或 
ee A + bp. (&) (5.3.7) 
于 是 ,我 们 得 到 
(= Ieee i OPK (5.3.8) 
注意 到 


Cz ~ Jy (yb) td = 0 (5.3.9) 


因为 厄 米 多 项 式 要 么 是 对 称 的 ,要 么 是 反对 称 的 ,那么 各 积 H (5 全 就 总 是 反对 称 的 .基于 《) 
为 堆 同 样 的 理由 () 也 为 替 , 干 是 


2 


Ap Pa 
E= 了 + Arx {5.3.10) 


根据 测 不 准 关系 ,Ap 的 量 小 值 是 Ap = RT ;所 以 


E= + (5.3,11) 
最 后 玫 (aAz) 的 最 小 值 用 
2 
区 = jy + me Ax = (S.3.12) 
得 到 ,于 是 Ar =\/ 二 ,还 有 


证 五 
d(Ar) hres = 本 


所 以 ,最 小 值 如 我 们 预期 的 那样 是 


本 WE +mw 站 (5.3.13) 


EF =__ + mwAr = ho hw (5.3.14) 
™ dm(Ar,) 2 0 4 4 机 


这 里 ,我 们 用 测 不 准 关系 的 下 限 ArAp = 上 /2, 求 得 精确 解 ， 这 一 结果 的 起 因为 基态 本 征 函数 是 高斯 型 
px) = (DroV epite (0d? {5,3,15) 
虽然 , 测 不 准 关系 通常 用 来 估算 基态 能 量 本 征 值 ,但 对 上 述 情况 我 们 可 以 精确 求 值 
5.4 求 出 两 维 各 向 间 性 谐振 子 的 本 征 阔 数 和 本 征 什 ; 求 能 级 的 简 并 度 ,该 系 的 哈密 顿 量 是 


ps y 
五 = 3 + 起 +1 方 mau: (zr + y) (5.4.1) 


得 饰 系统 的 哈密 顿 量 可 以 分 成 两 部 分 及 = HH + 寺 ,, 这 此 


re 


了 2 2 2 2 2 
的 -区 区 (549 


因而 波 画 数 可 以 写成 两 个 波 函数 的 乘积 ,办 (z)( 于 .的 本 征 函 数 ) 和 必 (?)( 瑟 , 的 本 征 函 数 ) ,它们 分 
别 其 有 本 征 值 E, = 和 { 思 二 3 ) 和 忆 一 hw(n,+ 方 ), 于 是 我 们 有 Hp= Ey, 这 里 (zy) = 办 () 


则 (因此 
Hyplr,y)= (H, + HD (Th{y) = HB) + hr (yy) 
= E+ = E+ 已 ) 丰 和 (5.4.3) 
所 以 有 
E=E+E,= (+n,+1hy= (n+ 1) (5.4.4) 


每 个 态 EE(n, ,my ) 的 简 并 上 度 计 算 如 下 : (x +1) 是 从 0 到 c 的 一 个 整数 . 
从 图 5-1 我 们 可 以 看 到 (n+1)= 常 数 在 xmy 空间 定义 一 条 直线 , 且 态 = 的 简 并 度 是 n+ 1. 


nt 1=ntnyt1=3 


n+l=mtr ti 
图 5-1 
5.5 考虑 位 于 电场 了 = Ex 内 且 在 三 维 各 向 同性 势 


V(r) = me (5.5,1) 


下 运动 的 带电 荷 + e 的 粒子 , 求 粒子 的 本 征 态 和 本 征 值 . 
稻 名 :系统 的 哈密 顿 量 是 
五 = E+ {5.5.2) 
我 们 将 哈密 顿 量 分 成 三 部 分 吾 = 于 -+ 及, + 瑟 ,这 里 


eamt Tr ~ kor 
2 2 
已 = 落 + 哆 y (5.5.3) 
2 2 
-六 + 训 < 


注意 马 和 HH. 完全 和 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 相同 ， 于 是 我 们 可 以 将 波 函 数 写成 y(zx,y, z) = 
和 (zr(y)glz), 这 里 加 (y) 和 各 (z) 是 一 维 谐振 子 的 波 汕 数 

1 2 
w Ar2 na! ™, 人 


1 


¥ NAA2"3 rns! 


ty) = 


(5,5.4} 


gfatz) = HH., (2)e i 


式 中 X= 起 ,各 () 的 方程 是 


5,6 
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2 
Fp lx) = 所 5 + 人 x pr 一 eEyagi = Eh {5.5.5) 
Ek 一 二 en 到 
必 变 数 蔡 换 $= 地 7 给 出 


3 
dp 入 1) =0 (5.5.6) 


ET 
我 们 得 到 一 维 谐振 子 的 微分 方程 ,其 解 为 
1 中产 
1 = 一 -一 一 一 一 用， 5.5.7) 
pt) VT (be 《 
或 
1 _1/z_ 人 
下 Cx) = | [3 | ] (5.5.8) 
在 这 种 情况 下 ,量子 化 条 件 是 
生生 由 -2m+1 (5.5.9) 
于 是 能 量 本 征 值 是 
(E1),, = (a + 村 )ji -Se (5.5.10) 
总 之 , 波 函 数 是 
Pry ) = hr p(y g(x) (5.5.11) 
本 征 能 量 是 
Ens = Es + E,, + Es, = {a 十 nzt nat 各 )i -Se (5,5,12) 
考虑 一 维 谐振 势 中 质量 为 m 的 粮 子 ,在 时 刻 :=0, 归 一 化 波 函 数 是 
114 
pr) 二 (去 | eo (5.6,1) 


这 里 2 去 二 是 个 常数 , 求 :>0 时 粒 了 的 动量 为 玉 值 的 概率 ， 
` 殷 se 我 们 用 #4( 思 . 1) 表示 在 时 刻 : 粒子 在 动量 空间 的 波 函 数 ,粒子 动量 为 十 的 概率 已 是 
P= | yp,2) dp (5.6.2) 
我 们 可 以 将 gp ,4 写成 动量 空间 本 征 函数 的 线性 组 全 
yg (pt) = DO pe (5.6.3) 


这 里 #,( 力 是 动量 空间 的 定 态 本 征 函 数 ,系数 是 Cr =《 各 (T)| gz)) 注 意 加 (zx) 是 坐标 空间 的 本 征 函 
数 ,g(xz, 让 也 可 以 写 为 


Pxt) = DC Cr)e nt {5.6.4) 


各 (x) 象 由 《六 它们 的 傅 里 叶 变换 ) 一 样 , 不 是 对 称 的 ,就 是 反对 称 的 .这 种 属性 对 在 何 时 间 z 都 是 不 
变 的 .因而 yg(p,0) 是 对 称 的 ,yp(p,0) = 5( - p,0) ,就 有 Ppt)= (pt), 


| ] yp,t) I*dp = | 上 (- pt) lidp =-| | 本 (二 pt) Ldp = 1 (pst) ldp 


(5.6.5) 


NE pe, 


,se 


a 


ms ee iron 


a RE 
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应 用 次 思 ,是 归 一 化 的 , 即 
| I$(p,2) [dp = 上 | $ (pt) tdp :| 1p(p,t) tdp=1 (5.6.6) 
我 们 得 至 
oe 国 ， 0 - ， 1 
P=| 1y(p0) rdp=)| 1g(p.t) Ldp = 天 (5.6.7) 


5.7 


(a) 利 用 问题 5.6 中 的 初始 条 件 , 计 算 g(x ,t),(b) 如 果 1=0 时 ,粒子 处 于 态 


高 [ta(z) + $Cz)] (5.7.1) 


这 里 加 (zx) 是 一 维 谐振 子 的 本 征 函 数 ,计算 + >0 时 xz 的 期 望 值 . 
解 EF (a) 首 先 ,注意 到 给 定 的 4(z) 不 是 名 (xz)( 本 征 画 数 ), 因 为 到 天 :二 ,于 是 为 求 出 (x,2)， 
我 们 必须 将 %(z) 写 成 本 征 函数 $(z) 的 线性 组 合 


pr) = 


Hx) = 2 Ch, (7) (5.7.2) 
和 
grt) = DC Cr)e Te 5.7.3) 
这 里 
© = 82) 1 p72)) = | Ca) pz)dr (5.7.4) 
、 一 不 
现在 , 设 “= 二! 我们 有 
1 1 ? 
$B Cx) = | -二 (部 ) ] (5S.7.5) 
于 是 
一 1 1 ” 二 1 /1 1 
Can ) rea). (¥)exp| - 了 x 村 十 六 la (5.7.6) 


回忆 H(zj4) 要 么 是 对 称 的 (对 偶数 #) ,要 么 是 反对 称 的 (对 奇数 a); 所 以 ,由 于 HH, (z/4) 是 反对 称 的 
而 exp| -二 x (二 + 去 ) | 是 对 称 的 ,对 奇数 有,C。 为 办 -这样 , 我 们 就 只 要 计算 


Cm" rrra)- Fe (车 )e[ $e (Fe 7 


2 2 2 2 
代 人 变数 ?= 写 开 汪 和 =A/ -2 7 我 们 得 到 
-—— 1 ~ f 2 No /2 
Ca | ~ 让 dy 
-~ a ta |- I ( er) dn (5.7.8) 


利用 恒等式 


| Ha(az)e” dx = 所 全 ma 一 二) (5.7.9) 
我 们 得 到 


"» 2Acl27m)1 人 一 和 人 
Cm = 人 六 ) (5.7.10) 


人 


ee 


em re 
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或 
Gz,1) = Taongas (2)e (5.7.11) 
(bb) 在 :=0 有 
G(x,0) = 方 [加 (z) + 和 (2)] (5.7.12) 
于 是 , 当 :>0, 有 
MHz) = 启 [ 摧 (z)eve 十 页 (z)ea] (5.7.13) 
根据 定义 x 的 期 望 值 是 


(T= Cx) | rl Wx,t)) = 地 [$Cx) lz Bz + (zr) | zi (7)) 


te tptr) lr lp +t et tr) | zx | hr) (5.7.14) 
我 们 分 别 计 算 上 趟 中 的 每 一 项 


《各 (z) | x | bolr)) = (zx)# (rx)dr = | | $x} 1 dz (5.7.15) 


因为 | #0(z)|? 是 对 称 泪 数 , 而 xz 是 反对 称 函 数 ,在 对 称 区 间 上 积分 为 零 ,( 和 (zz 加 (z))》=0 以 及 
《各 Cz)|z| 吉 《x))》=0. 现 在 ,我 们 来 计算 


Ga) rh) | 
™ Tt 


(5.7.16) 
我 们 有 二 {xz/2)=1 和 本 (zj4)=2z/4( 参 站 数学 附录 ), 因 而 
《bz) lr lr)) = 革 (24 2 :ee dz = =A/ 证 (5.7.17) 
则 (加 (z)1xz| 则 (z))=V 二 和 
(由 (z) i) = 《向 (z)1 1 页 (z)》 =A/ 5 (5.7.18) 
这 样 ,我 们 最 后 得 到 
(2) = Fe cosl ot ) (5.7.19) 
考虑 具有 险 密 顿 量 
2 
如 = 才 + mz (5.8.1) 
的 一 维 谐振 子 ,我 们 定义 新 的 算 符 
三 二 Wd 
P A Q = zy (5.8.2) 
于 是 百 = 的 (Q? + 媚 ).(a) 计 算 对 易 关系 [ 忆 ,Q](b) 于 算 符 a 和 a' 定义 为 
= 万 (Q + iP) = r+ op (5.8,3) 


= 方 (QiP) = 二 (3.8.4) 


量子 力学 


计算 a|n}) 和 ailn), 这 里 |n) 是 谐振 子 第 n 个 能 态 的 本 征 孙 数 . 
- 解 # 汗 (4) 我们 应 用 熟知 的 对 易 关系 [x,p] 二 读 , 于 是 有 


me | 1 __. 
[P,Q]— [FE ,xy 让 | [pz] i (5.8.5) 
{了 利用 (a) 的 结果 ,可 以 写 出 
aia= (QiP)(Q +iP) <4 + P -i(pQ - QP)] 
(5.8.6) 
= 地 (Q* + Pi -iP,Q]) = 地 (Q? +P? -1) 
代 人 (5.8,1) ,我 们 有 
H= iw(a'a + ) (5.8.7) 
现在 ,我 们 开始 计算 a 和 af 的 对 易 关 系 
[et,a] = 二 [Q-ip,Qt+ip]=ifrQ,P]=-1 (5.8.8) 
于 是 aia aa! = -1, 因 此 ,我 们 得 到 
五 = iw(aat -二 ) (5.8.9) 
我 们 还 须要 计算 a 和 a! 与 HH 的 对 易 关 系 
[a,H] = 各 [featej] = fwla,a' Ja = jae (5,.8.10) 
同样 地 
[a',H} = wla!,aa't] = fo[at,aletl = 一 和 aet (5.8,11) 
这 样 ,利用 能 重 的 本 征 值 方程 吾 | zy = n+ 112)|n} ,我 们 可 以 写成 
HIn) = to(ata+ 寺 )1n) (5.8.12) 
所 以 ataln) = 二 n|n) 同 样 
Hln}= 和 人 aa - 方 ) ny (5.8.13) 


于 是 oa"|a?= (>+ 1)1z》, 我 们 用 ai = -区 [a1,H] 作 用 于 态 | x), 于 是 


+ + + 
at | ny =- {| ")+ 入 1ny =— (n+ 广 )a' | + | nn} (5,.8.14) 


Ht{a! | nm) = iw ( > + 子 )(a! 1 ny) (5.8.15) 


所 以 ,我 们 断定 a'1n) 是 正比 于 |n + 二 的 态 , 妈 


=a ln)=olnt+1) 【5.8.16》 
这 里 x+ 是 常数 ,由 式 
of = (wl = (nlaa' ln) {5.8.17) 
给 出 ,我 们 已 经 看 到 aa'|n》 = (n+1)|n), 样 af =n+1, 选 择 af =v n+1, 我 们 最 终 得 到 
a ln)=v antllnt+1) (5.8.18) 


同样 ,我 们 将 "= 蕊 [a 可] 作 用 于 态 |s》, 并 求 册 : 
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aln}= 守 | ny - 痉 | a = (n+ 读 )(a | ny)} -a ln)) (5.8.19) 
或 
Hlaln)) = hw(n -去 jiay) (5.8.20) 
所 以 ,我 们 断定 a|n) 是 正比 于 | 一 上 的 ,如 
| yg- ?=alny=ae-|ln-1) (5.8.21) 
这 里 a _ 也 是 常数 
= = (nl alal ny {5.8.22) 
我 们 已 经 团 到 aia|n)= x |n) ,所 以 a: = ,选取 d =n ,我 们 得 到 
alny=ynln-1y {5.8.23) 
注意 ,如 果 我 们 将 a 作用 于 基态 10) ,我 们 得 到 
al0y=0 (5.8.24》 


这 样 ,我 们 按照 上 述 定义 引 人 降 算 罕 和 升 算 符 a 和 ai! 满足 如 下 方 积 ， 


人 
(5.8.25) 
Qt my = w+TIEE+ 二 
对 一 维 谐振 子 ,计算 算 符 x 和 的 矩阵 元 ,有 
Xa 一 《天 上 之 | 天》 一 | 本 二 {zrp (rdr (5.9.1) 
pu = (nlplk)= | $Cz)ph(r)dr (5.9.2) 


这 里 四 {xz) 是 洁 振 子 的 本 征 阔 数 
浪 EE 用 降 算 符 和 升 算 符 写 出 z 和 


z= VE) = at on (5.9.3) 


同样 
p= RN le- al) = i lat - (5.9.4) 
由 此 我 们 可 以 计算 
(nl xlk) =A/ a(n | (a+at}yl ky = en lalky+ tnlat lk)) ($.9.5) 
我 们 着 到 过 
{ ly 一 w 是 1 天 一 二 
(5.9.6) 
al RY = EIIE+1 
所 以 ,我 们 有 
(nlzrlky = Tk(n | 下 一 二 十 WwW 二 十 工 (mn 1 二 十 1 三 A ol + RkR+16.0) 
(5.9.7) 
这 里 
3 - 全 天 一 下 
0 (5.9.8) 


TT Ym tt rr 


YE ee pment 


一 - -eseeere sf- 


Te 一 
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所 以 


Mt, n+1 
2mew 
nlx|lk)= /和 ， pona_l (5.9.9) 
Pa 


0， 其 余 
用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 计算 


(al plik)= i Bn | (et -a) 1k) 
= (Cn lat 1k) (nlalk)) (5.9.10) 


现在 ,应 用 关系 式 (5.9.6) 我 们 有 
nlp l= /ETI +1) -En lh 1)) = /ETI 


—y R61) (5.9.11) 
于 是 ,我 们 得 到 


.ff mwfin 
一 7， 正二 提 1 


(nlplk)= ,fm + 1) pnt (5.9.12) 
号 2 " 
| 


我 们 可 以 用 矩阵 形式 将 (ri | zx) 和 《ni1p|) 表 示 为 


Cnlzla = 0 Vi 0 V3. (5.9.13) 


0 
alpill=W Yo A 0 ys. (5.9.14) 


如 所 预期 ,x 和 户 都 用 厄 米 矩 阵 表示 . 
5,10 考虑 处 于 第 x 能 级 的 一 维 谐振 子 ,计算 期 望 值 


Cx) CT), Cp), Cp) 
解释 相应 的 测 不 准 关 系 . 
. 稻 # 和 PP 。 应 用 算 符 a 和 of, 可 以 求 出 


《2 》 > Zt2n + 1) {5,10.1) 
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(2) = D2n + 1) (5.10.2) 

和 4p》=0,<x)=0. 所 以 | 
Ap = VPS (Pp) = 2n + 1) : 

上 

Ar = VE = Tn +t) 

于 是 ) 
ArAp = (22 + 1) (5.10.3) | 

所 以 基态 满足 测 不 淮 关系 的 最 小 值 : 
AzAp = 专 (5.10.4) . 


最 简单 的 分 子 唱 体 是 由 惰性 气体 形成 的 ,如 氛 . 氧 . 氮 和 所 .在 这 种 分 子 晶体 中 离子 之 阿 
的 相互 作用 用 Lennard-Jones 势 近似 


vr) =4vl (2) -(£)] (5.11,1) 


惰性 气体 的 Ye 和 o 值 列 于 表 5-1 


近似 地 求 出 这 种 晶体 单个 粒子 的 基态 能 量 . 提示: V(r) 最 小 值 附近 的 离子 可 以 当成 谐 
振子 处 理 . 
解 4 和 将 最 小 值 邻近 的 Vy) 近 似 表 示 成 多 项 式 的 形式 


VEr) a V+ 多 (r -mm + OF(r -+ )?] (5.11.2) 


这 里 Y。 是 Y(r。) 的 值 ,>， 是 极 小 值 点 .所 以 


dy 12 所 
9 = 4V (+6) oem = 21g ($,11.3) 
这 样 , V(r )= ~ Vi ,同样 
dV(r) 四 9 VW 
i A 5,11.4) 


现在 ,我们 可 以 将 晶体 中 一 个 离子 的 行为 近似 成 谱 振 子 的 行为 .势能 为 Y(r)= Ui+ (上 )(r -ro 
的 谐振 子 ,其 基态 是 


jw 下 
E = 学 +Uo = A + U0, (5.11.5) 


四 i 3， 2 
E, 二 VV, + 也 Ey 二 了 也 一 Wh (5.11.6) 


一 
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5.15 


3.17 


补充 习题 
证 明 “ 庶 振 子 基态 和 第 一 激发 态 的 本 征 函 数 有 拐点 ,只 要 条 件 YIzr)= 已 得 到 满足 , 即 
? 1 
Za {5.12.1) 
一 粒子 在 势 
Wi 1 
一 亲王 证 0 
V(x) -| 2 > (5.13.1) 
oo 所 0 : 


作用 下 运动 , 求 它 的 本 征 能 看 和 本 征 阔 数 . 
提示 ” 当 x>0 和 xz<0 分 别 解 苹 定 访 方 程 是 容易 的 ,然后 要 求 本 征 函 数 对 x 的 所 有 值 连 续 . 


答案 本 征 函 数 是 内 (> 是 奇数 ), 而 和 是 谱 振 子 的 本 征 函数 .本 征 能 量 是 E, = foo (n+ 十 】. 


考虑 各 向 同性 三 维 谐振 子 , (a) 用 分 离 变 量 法 求 系统 的 本 征 态 ,(b) 求 能 量 木 征 值 并 确定 能 级 简 并 度 . 
了 1 (IH, (FH, (z) ea 
已 


《 J 21a nl nl nal 


0b) ,= 


谐振 子 在 :=0 时 刻 的 波 孙 数 是 


答案 (a) yj(r,y,z)= 


wz,0) = VIAg， + 方 4 他 + A (5.15.1) 


这 里 加 尽 谐 振子 第 态 的 定 态 本 征 函 数 ,4 是 归 一 化 常数 ,(a) 计 算 常数 AA,(b) 对 所 有 的 ; 求 波 函 数 
入),(o) 计 算 t=0,1=rjw 和 t=2mfw 了 时刻 的 平均 能 量 {E),(d) 求 : 尖 0 时 的 期 望 值 (z) 和 (pp) 


答案 {a) A= /了 (Dg, 2) = 到 (ea + + je 


(ce) (ED)|,- so=(E)|,-s = (El,-#= Do:(d) {x)=0,p}=0. 


考虑 各 向 同性 两 维 谐振 子 ,(a) 写 出 谐振 子 的 定 态 桩 定 袜 方程 ,在 直角 坐标 系 下 求解 方程 ;(b) 在 极 坐 标 
下 写 出 定 态 本 定 请 方程 ,对 基态 求解 方程 ,这 个 态 且 简 并 的 肥 ? 
答案 《a) 薛 定 坦 方程 


2 
二 ( 声 + Br )vz.») + (zt yr,y) = Eylz,y) (5.16.1) 
bo (zs9) =V exp| - Wr + y)]| (5.16.2) 
(b) 蘑 定 请 方程 
2 ry 7) + 7 二 过 人 全 + mr 的 pr,9) (5.16.3) 
po (7 ,80) =Aj Bd (5,16,4) 
这 个 态 不 是 简 并 的 (基态 ). 


对 一 维 谐振 子 计算 矩阵 元 (am | zx? | mm) 和 (rn | pi | mm). 
Vm m1), 天 二 后 一 了 
(2m +1), 办 二 中 
zn v(mti)m+2), n=wr2 
0， 其 余 


答案 nlz* zz)= 


第 六 章 谐 拓 于 .0 
vm(m-1), 蚤 二 一 2 
Calg? lm)= -ee — (2m+1), 其 二 掀 
{m+t+i)(m+2), n=m+2 
0， 其 余 
$5.18 对 一 维 谐振 子 计 算 矩阵 元 (zaj px ly， 
造 — 
2 ” PE 一 天 


答案 《nlprlm)=4 守 VOI-In, m=n-2 
VT), m=nt2 
5.19 对 一 维 谱 振 于 计算 矩阵 元 (1x?|m) 和 (nxt|m》. 

(SE ) VT TI, m+3 


2mew 

iilxn+1) EB _ 
答案 Cn|xr?! lr} = 3 ) ’ 垃 三 天 十 1 

总 ) ' m=#—1 


3\ me 

(a) Vit m=n-3 
上 2 
(起 ) (n+lnt2nt3) nt+d) ,m=nt+d 


2) v (nt1)(nt+2), m=n+2 

alm =) Gr tat mn (5.19.1) 
(4n -2) (a) VD, 2 
(a) /Vit m=n-4 


TT Ts : 


6.1 导论 


像 在 经 典 力学 中 一 样 ,我 们 引信 形 如 
L=rxp 
的 量子 角 动 重 . 在 量子 力学 中 , 工 、r 和 P 都 是 算 符 ,在 直角 坐标 系 中 表示 为 
L= 《Lo 了 Le p= (ps, ps pi), r= (rx, y, x) 


这 样 
， a | 
L, = 3p. ~ 2p, =- 汶 (y 关 ~* 太 
L, = zp, - zp, =- 法 [z 疙 -z 总 ) 
， 已 守 
L, = Xp, — ypz =- 计 (xz 范 -3 闯 ) 
以 及 


LI=12+1Li+L: 
在 直角 坐标 系 中 Li (1 =z，y, z) 之 间 的 对 易 关 系 为 
[L,, LL,! = i#L, 
[L,, L,] = i#L, 
[L,, Lj] = i#L, 
6.2 对 加 关系 
应 用 6.1 节 中 的 对 易 关系 ,可 以 求 出 另外 一 些 有 用 的 对 易 关 系 
[DE] = 0%>[L?,L,] = [L’,L,] = [L?,L,}=0 
[Li, nn] 二 旋 Zal 
[Li,p]= 远 est 
[L;, pr]= {L, rr]=[L,r:p]=0 
这 里 


1， ik 正 循环 排列 
5 一 | 一 1， i 谈 道 循 环 排 列 
0， ”其 他 
6.3 降 算 符 和 升 算 符 


我 们 定义 升 算 符 为 


(6.1) 


(6.2) 


(6.3) 


(6.4) 


(6.5) 
(6.6) 
(6.7) 


(6.8) 
(6.9) 
(6.10) 


(6.11) 


ee eT Teme ee Ep em 


第 六 章 角 动 基 
Li= LL, +iL, (6. 12) 
僻 样 , 降 算 符 为 
L = 了。 ~- 让， (6. 13) 
于 是 有 
= (6.14) 
工 : 和 工 - 都 不 是 瓜 米 算 符 , 因 为 可 以 证 明 
1 = 工 : (6.15) 
况且 还 有 
[= Lt+3(L +L LL,) (6.16) 
和 
LiL=17-L:+ 让， (6.17) 
工 -了 工 ,= -1:+ 天。 (6.18) 
这 样 ,我 们 就 有 对 易 关 系 
[1?, L.]=0 {6.19) 
[L,, Li] =+ LL, 《6.20) 
[L,, L.] = 2#1, (6.21) 


算 符 工 , 和 工 - 使 我 们 能 够 仅 用 1? 和 工 . 的 一 个 本 征 函 数 表 示 L? 和 L, 的 所 有 本 征 函 数 . 
6.4 角 动 量 代数 
算 符 L? 和 工 , 措 述 物理 量 ,因此 ,它们 必须 是 厄 米 算 符 . 即 
(Li = LL = 1 (6.22) 


还 以 证 明 工 ” 和 上 , 对 易 ,[L? ,上 L,]=0[ 参 看 问题 6.2, (a) ] 这 样 ,就 有 可 能 求 出 L? 和 上 两 者 
的 其 局 本 征 函 数 (| m4) ,它们 构成 一 组 完备 正 交 归 一 基 


Li | zy》 = I + 1)k? 1 Te》 (6.23) 
Ls im) = mi | lnm) (6.24) 
将 降 算 符 和 升 算 符 作 用 于 | 7m } 给 出 


Lltm) = vt D- mm+tlk i mt = VU mr mi m+!) 


{6,25) 
工 -1 2 = +t mm itr, m—D=v (+m mtihilil,m— 1 


(6.26) 


注意 ,如 果 1 zzz) 是 L? 的 具有 本 征 值 !(! +1) 的 本 征 矢量, 那么 对 国定 的 1,L, 有 (27+ 1 个 可 
能 的 本 征 值 


m= i+tl, 0, ,1-1,1 (6.27) 


* 日 1 * 


人 De 


ee 


“ 02。 量子 力学 
这 样 
Lili,:»=0 {6.28) 
Lit, 217)=0 (6.29) 
基 |im) 是 正 交 归 一 的 , 即 
Cm | lm) 一 Gi, Bm m, (6.30) 
这 组 基 称 为 正 交 归 一 基 , 正 交 归 一 基 的 完备 性 关系 是 
HI mm) = 1 (6.31) 
. 二 和 由 = 一 上 
6.5 微分 表示 
本 征 向 量 和 本 征 值 用 球 坐 标 表 示 常 常 是 非常 方便 的 ， 
T= rsinfcosg, y= rsindsing, = reosd (6.32) 
角 动 量 算 符 用 球 坐 标 表示 是 
9 #9 
L,. = i (sing 38 + 0 9 ) 
_ 0 sing 3 
L, = 沪 (- conf 协 + 浊 9 疗 ) (6.33) 
.8 
二。 三 一 这 也 
上 式 给 出 
各 1 3 1 
L* 二 一 上 (+ (6.34) 
L,= he'[ 阁 +icot 部 | (6.35) 
L_ = ke*(- 辣 + icot8 部 ] (6.36) 


这 样 ,L” 和 工 , 的 本 征 矢量 就 是 仅 依 赖 角 9 和 的 函数 . 因此 ,我 们 可 以 将 波 函 数 表示 为 


pir, 0, $) = ROr)YP (0, $) 
对 有 心 势 V(r)= V(r) ,我 们 发 现 Y" (86, #$) 是 球 谐 函 数 ,这 里 
1 im) = Yr (0, $) 
当 mm >0 时 ,Yr7(9,#$) 的 代数 表示 为 


Yr (0, $) = (—D" St Hm)! pr (Coop) 


dn {I+m)l 
当 pm 之 0 时 


YO0, $) = (DE Cm lpm (cos)en 


dr (+m)l P 
Pr (xz) 是 连带 勒 让 德育 数 , 定 义 为 


(6.37) - 


(6.38) 


(6.39) 


《6.40) 


re mr | 


A wo 一 -oeeanrrrre 


ee 


Wi 
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pr (xz) = VO 22 EP,(z) (6.41) 

这 里 P,(z) 是 勒 让 德 多 项 式 和 

条 时 

CD dy J 

P(r) = Fn Fr(l- 2) (6.42) | 

注意 , 除 符号 可 以 变化 外 ,Y" (6,g) 是 惟一 定义 的 , 球 谐 函 数 ,连带 惑 让 德 画 数 , 勒 让 德 多 项 式 和 

在 数学 附录 中 有 详细 的 介绍 : 


6.6 角 动 重 的 矩阵 表示 


在 第 四 章 中 曾经 说 过 ,一 个 算 符 可 以 用 矩阵 形式 表示 .这 种 表示 依赖 于 我 们 选择 的 基 矢 
(本 征 矢 量 ). 对 角 动 量 算 符 , 我 们 通常 使 用 标准 基 | 7 ,于 是 代表 算 符 4 的 每 个 矩阵 元 A; 满 


a 


是 
A, = (Hi|ALD) (6.43) 
这 样 ,对 每 个 1 = 常数 ,对 三、 工 . 工 和 工 . ,我 们 都 可 以 写 出 一 个 (27+ tx (21+1) 姑 阵 , 即 
(Dy = CH 8) = (+ Dn, (6.44) 
(L.), = CE LL, 1 8) = 有 (6.45) 


(Li);s = (i 1 LL 1#)= 了 [VC -mit+m+e mn + V(t ml m+i)e, 


ET 一 =ermerrerweee 


(6,46) 


(Ls = 1, 1 = 4[vt — mlm+le, nn -V(tm 到 +] 


《6.47) 
例如 = 1, 我 们 有 
Il 110) 11-1} 
| 0 | 111》 05 48) 
1 0| 1 10» 
0 0 1 11—1) 
和 
1 110) 112 li 110) 11-D 
1 0 1 0 111) [ 0 -i 0 1 112 
V211 0 1lli0) 外 0 区 
0 1 0) 11—2) 0 i 0 /11-1) 
(11) 110) =- 了 
Li 1 0 0 111» (6.49) 
0 0 0 | 110) 
0 0 一 1. 11 一 1 
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6.7 球 对 称 势 


根据 经 典 力学 我 们 知道 , 当 一 个 球 对 称 势 作 用 于 一 个 粒子 ,其 角 动 量 是 运动 常量 . 在 量子 
力学 中 ,这 意味 着 角 动量 算 符 1* 和 险 密 赖 景 


H= + V(r) 下 元 人 Fy + a+ VO7) (6.50) 


对 易 , 这 里 角 动 量 对 哈密 顿 量 的 依赖 关系 仅 以 L? 的 形式 出 现 .这 样 我 们 可 以 将 波 函 数 分 成 两 
部 分 . 角 动 量 部 分 仅 依赖 于 日 和 9 ,而 径 向 部 分 仅 依 赖 子 r( 参 看 问题 6.16 和 6.18). 


6.8 角 动 量 和 转动 


令 | 册 是 系统 在 某 确定 坐标 系 O 中 的 态 矢 量 , 要 在 另 一 个 坐标 系 口中 表示 该 态 矢量 ,我 
们 定义 转动 算 符 Ux .这 样 ,D 中 的 态 矢 景 就 由 


1p)= Us (6. 51) 
给 出 ,坐标 系 吕 可 用 旋转 坐标 系 口 "的 方法 得 到 ,前 将 坐标 系 O 〇 绕 有 方向 移 轴 线 旋转 骨 度 9， 
于 是 Us 由 
Us (0, 人 = exp( — B04 1) (6.52) 
这 里 工 是 角 动 基 算 符 , 称 下 为 转动 生成 算 符 ,由 定义 可 以 断定 
(¥ 1= (yl UR (6.53) 
注意 ,要 得 到 Un ,我 们 通常 应 用 无 限 小 转动 算 符 


U (dp 让) = 1 一 到 4 红 人 (6.54) 
注意 还 有 
Ur (Qn, 有) = Un(0, A)=1 (6.55) 


Us 不 仅 对 态 矢 量 , 对 其 算 符 或 可 观测 量 都 可 用 作 转 动 算 符 ,这 样 , 坐 标 系 O 中 的 一 个 可 观测 
量 4 变换 成 坐标 系 O 〇 “中 的 4 ,只 需要 


A’ = TAL (6.56) 
或 同样 地 | 
A = UA'Us 《6.57) 
例 题解 管 


6.1 利用 角 动量 定义 ,1 =r x p, 证 明 如 下 的 对 易 美 系 
(8) [Li, zr] 二 壤 2 (pb) [了 ， 工 = 读 Dal (7 下 = 工 ，?》，2) ,注意 ,如 果 
态 和 如 是 矢量 算 符 ， 矢量 算 符 4 x B 的 第 个 分 量 是 


(4 xB), = SenAB, (6.1.1) 
再 利用 恒等式 


第 六 章 角 动 量 


， 95， 


6.2 


D eigE mm 一 Gd Od 
解 # 和 ”a) 利 用 定义 工 =rx ;我 们 得 到 二 ,二 Deush ;于 是 有 


[Li;, zr ] 二 了 > eu [rpi, r,] 三 Dew (riLpr, n] + [rs n jp) 
利用 对 易 关 系 [ri ,x ] =0 和 [p+ ]== 一 瀛 ,这 里 


全 i=j 
有 = 
0， 其 他 


[i, . ri 三 Dew (— i Or 三 一 证 ee 二 一] Djewrs 三 ih Djenn 
也 是 


我 们 得 到 


(5.1.2) 


(6.1.3) 


{6.1.4) 


(b) 我 们 将 对 易 关系 [上 ,L ]= 启 enLs 分 解 成 如 下 的 三 个 对 易 关系 : [1 , 工 ,]=i#L,,[L,, 上 .] 


=! 生 ,,， [上 ， 上; ]=i#L,，, 注意 
Ls = (Xp = rps rpysby = (TX Pp)y = rpe ~ trpe 
这 样 
[Ls:, Lj= {rp ~ rpy, rep; — rb) 
= [rpe, Tepe] — [rspes rpe] — [repy, repe] + [rp,, rpyl 
我 们 分 别 计算 每 一 个 部 分 
[rp 7p]= rlpe, reps] + [r,s reps ) ps 


一 (rkp., p.] 十 [ 志 ， re] ps) + (rEr,, p:] + Lr,, rs] pr ) pb, 


现在 ,利用 已 知 的 关系 
[ps pj=0, [ps rl] =- 计 [ry p=0, [rn,rl=0 
我 们 得 到 [rp, rp; ] = 一 87,p, .同样 
frp rap ]=r [Pes rp ]+ [ry, rps )p, 
=rytrlpes pjt[lp,, rolp) tile, rptrfr,, pl)p.=0 
和 
[rp,, repe]=r.T py reps]t [re, rps ]p, 
=r( [py re lpr rby, pod)t(Lr, rope tr[r,, pl)p,=0 
以 及 
[rpy, rp] = [py rep +t Er, rop, lp, 
=r (pys rep tr py pl) + Lr,, ro]pst rrs, p,])p,=ikr.p, 
于 是 ,我 们 得 到 
[EL,, LL, = trp, 一 六 各) = ihCr x p), = iAL, 
我 们 将 另外 两 个 关系 留 给 读者 证 明 ， 
对 于 角 动 量 算 符 ,证 明 如 下 关系 : (a)[ 1?, 工 ]=0; (PLxL=i#L. 
证 399P (a) 算 符 L? 可 以 写成 上 ?= 上? + 上 [+42 所 以 
[DL = [天 + 下 二 下 ,To = [LE +fL3 1.]+°L2, L,] 
我 们 分 别 计算 每 个 部 分 ， 
[Ls Ld = Ll{L,, Ll]+IiL,, L,]L, 
在 问题 5.1, 我 们 曾经 证 明 [ 工 ,,， 工 .1= 一 [L,, 工 ,]= -ihL,. 因 此 


(6.1.5) 


(6.1.6) 


《6.1.7) 


{6.1.8) 


(6.1.9) 


(6.1.10) 


(5,1.11) 


{6,1,12) 


(6.2.1) 


(6.2.2) 
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“9%6 ， 量子 力学 ] 
[5 1] = (Ll, + LL,) (6.2.3) : 

局 样 , 利 几 对 易 关系 [ 工 , ,LL. ] 二 i 直 ,我 们 有 : 

[Li, 工 .= [EL,, Ll+[L,, LI, = (LL + LL,) {6.2.4) : 

因为 L, 和 自己 对 易 ,[L? ,L, ]=0 我 们 得 到 | 

[Li?, L] =- (LL, + LL,) +ih(L,L, + LL,)=0 (6.2.5) | 

(b) 我 们 将 分 别 计算 x 工 的 分 量 

(LXE) = LLL- LL,= [LL)]= itL, : 

(L XL), = Ll, ~ LL = [L,,L,] = 11, (6.2.6) | 

(L X 工 )。 = Ly- LL = LL,,L,] = i#L, 1 


这 样 , 汇 总 三 个 分 量 ,我 们 得 到 ; 艺 x 王 =i 志 ， 
6,3 考虑 两 个 粒子 的 体系 ,每 个 粒子 都 有 自己 的 角 动 重工 和 工 , ,证 明 : 工 = 工 |; + 工 ; 是 一 个 
角 动 量 算 符 , 换 句 话说 ,证 明 工 满足 问题 6.2(b) 中 的 关系 . 
诺 晤 : 因为 ,和 工 ; 两 者 都 是 角 动量 算 符 , 对 其 和 工 一 上 , + 工 , ,我 们 有 
LxXL= (LL + 下 2:)X(E ++) = (LX)+(L xXL)+(L xL)+(L xL) 
(6.3.1) 
在 问题 6.2 中 ,我 们 看 到 ,如 果 工 是 角 动 量 算 符 , 那 么 工 x 工 =iL ,于 是 
LxXL= ikD +i#L; + (Ly XL2) + (Ly X 开 1) = 请 (也 +E) +(L XL)+(L xL) 


= iiL + (tL xXL) + (LE, xL) (6,3,2) 
现在 ,我 们 计算 工 ; x 工 ; 一 项 
Li x LL, = (LiyL2, 了 sa) 全 十 {LieLz2s 一 LisLzs ) H+ (La LiyL2r )% (6,3.3) 


同样 
Lx Li = (Lb 一 工人 + {Lad — Ld)+ (La -Labs)2 (6.3.4) 
因为 工 | 和 工 , 是 不 同 的 算 符 ,它们 的 分 量 对 易 , 所 以 我 们 有 


(Li XL)+ (LoxL)=0 (6.3.5) 
于 是 ,最 后 

LxL= (L;+L)x (Li + EL2} = i#(L,+ Ls) = i#L (6.3.6) 

6.4 考虑 下 面 的 关系 
Li= L,+iL,, L-= L, -iL, (6.4.1) 
Ll lm) = AAC+ -mm tl, m+l)y (6.4.2) 
Llim) = VT+tl) mm ,m1) (6.4.3) 
Llim)= ml| Im) (6.4.4) 
Lm) = I + DR | my (6.4.5) 


考虑 /=1 的 系统 ,以 工 . 和 L? 共同 本 征 矢 为 基 矢 , 求 L,、L,、L, 和 L? 的 矩阵 表示 . 


解 馆 首先, 我们 注意 到 因为 L,、L,、L, 和 五: 是 所 米 算 符 , 作 为 短 阵 赈 示 , 对 每 个 年 阵 元 a, ,我们 
都 有 ae = ai .对 于 角 动 量 ! =1 的 体系 ,L, 的 本 征 失 最 : 


1 1 相应 于 1 = 1,m=1 
102 相应 于 7 = 1,m =0 {6,4.6) 
1 一 1» 相应 于 1 = 1,m =-1 
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6.5 


要 求 出 ! 的 矩阵 表示 ,我 们 需要 计算 如 下 的 关系 : 


_ -1 ， 二 下 
Li =30+L)1D= F111 万 10) 
L 10) = (LtL 10 = 让 (| 1) +1- 1)) 

” 2 2 


[1-1)= 广 (L.+L ) 一 攻 - 半 二 = 10 


如 果 选 择 标准 基 
1 0 0 
10l, 110 -|1,， 1-1= 10 
0 0 1 
上 , 的 和 矩阵 表示 是 
0 18 


同样 ,对 工 , 我 们 有 


_ 1 _ 访 
六 


已 10》 = 寺 (L- 工 )10)》 = 站 (I-111)) 


全 
记 王 已 = 交 (0 
所 以 
0 -i 0 
_ 贞 |， i 
bb -万 1 0 
0 i 0 
同样 ,对 工 , 我 人 有 工 .11) = #117, 工 ,10)=0 以 及 LI.| 一 1)= 一 上 | 一 1); 于 是 
10 0 
L:.=iI0 0 0 
0 0 -1 
对 世 ,我 们 有 有志 11)=28511),L2|0)=28710) 和 :| 一 1)=2h7| 一 1); 于 是 
| 100 
IL?*=2#|0 1 0 
001 
- 1 
体系 具有 角 动 量 1 且 处 于 态 -六 1 2| , L, 测量 结果 等 于 零 的 概率 是 多 大 ? 
3 
六 首先 我 们 求 出 当 1=1 时 用 上 , 的 基 表 示 的 上, 的 本 征 矢量 , 即 我 们 想 求 出 
0 10 
二 在 
L, |! 0 1 
0 1 0 


(6,.4.7) 


‘56.4.8) 


(6.4.9) 


(6.4,10) 


《6.4,11) 


{46,4.12) 


(6,4.13) 


(6.5.1) 
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的 本 征 矢 量 和 本 征 值 .假设 ,的 本 征 信 是 各 故 2， 工 : 的 久 期 方程 是 
-4 1 a 
det| 1 -A aA-1)rA=24-A0 = 人 0 
0 1 -A 
所 以 ,4 =0+Y2 ,于 是 工 , 的 本 征 伟 是 土 天 或 0 ,相应 于 本 征 值 天 的 本 征 矢量 是 


位 
11), = ， 一 站 | 1] 一直 | 人 二 ec 一 起 


这 里 1a 全 + 所 本 + 1cl?=1 是 归 一 化 条 件 .所 以 


0 1 0}ia & 
在 1 0 1|lol=5|s 
2 

0 1 Ole ce 


或 
1 — v2a, Hate= v2 + 6), II = 2e 
从 (6.5.5 了 ) 和 (6.5.5 卫 ) 我 们 得 到 5=Y2a =Y2c ,这样 ,利用 归 一 化 条 件 我 们 有 
dt2a t=1 a= 方 
所 以 本 征 矢量 |1). 是 
1 
1D, = 译 [V2|= 寺 (1 1) 4210) +1-)) 
1 


同 桩 ,相应 于 本 征 值 零 的 本 征 基 基 是 
蝎 
19)。 = 艺 Bl=aiD+tbi0+tel- 1) 
这 里 a .5 和 c 满足 妇 一 化 条 件 和 
0 1 0lfa 
去 |1 0 1 sl-0 
3 
0 1 Oiie 
或 
IaE=0, Hatc=0 
因此 ,e +0+a? =1=>a=1#2, 最 后 ,本 征 矢量 |0;, 是 


1 

1 -1 | 

方 0 = 万 1- 1)) 
-1 


10), = 


以 及 与 本 征 值 - # 对 应 的 本 征 汞 量 是 
广 
I-17 = 46 =all}+tblO+tel-1) 


© 


(6.5.2) 


(6.5.3) 


(6.5,.4) 


(6,5,5) 


{6.5.6) 


(6.5.7) 


(6.5.8) 


(6.5.9} 


{6,5.10) 


(6.5.11) 


《6.5.12) 


人 
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这 里 se .5b 和 «满足 归 一 化 笨 件 ,和 
0 1 0lfa a : 
也 101||6|l=-ils (6.5.13) ; 
0 1 olle < 
156=-v24a, Ma+tc=-v2b, b=-Y2c (6.5.14) ! 
于 是 ,b= -VYZa= -~Y2c; 利 用 归 一 化 条 件 我 们 得 到 a? + 2a? + a? =1>a = 1/2, 所 以 上 
I 
一 DD = 序 |- 六 |= 吉 (1 D210) +1- 仙 )) (6.5.15) | 
.1 ; 
手 是 ,我 们 可 以 写 出 | 
1 
ol 一 1 1 一 
i= 2 Ei D+2107+31- 1)) (6.5.16) 
3 
用 工 . 的 本 征 矢量 为 基 , 我 们 有 
ods = |e? TD +0 2) 0, tLia) 1—1), {6.5.17) 
我 们 分 别 计算 诸 项 
-__1 加 2+y2 
人 Te) = 元 (1+2VI+3) A (6.5.18) 
lm- 1 
和 
- -li 2-Y2 
llay za 2Y2 +3) 7 (6.5.20) 
所 以 ,测量 工 . 结果 为 专 的 概率 是 
p.(0) =1.(010) = 十 (6.5.21) 


6.6 将 算 符 ,三 L, +iL, 和 LL 三 L, -iL, 作用 于 L? 和 工 , 的 本 征 态 (| 4m)) 并 解释 结果 的 
物理 含义 . 按照 步骤 :(a) 求 出 元 , 的 厄 米 共 应 , (b) 计 算 工 ,| im) 和 工 _ | zm) 的 模 . (ce) 对 
于 态 工 , Him) 和 工 . | im 计算 L? 和 工 . 的 本 征 值 ， 

解 (a)L, 的 慷 米 共 辐 是 = 上 + 一 江 !, 因为 二 = 工 和 Lt = 上 我 们 有 工 , = 工 _ ， 
《bi 工 + |4m 3 的 模 是 
| El zy 二 《| By HIE! bn)) = Chm | (Lt L,Y) | pny = {tm | (CL 工 ，) | my 
(6.6.1) 
我 们 看 到 
Lib i NL ti ) = Lt li-iLL +iLL, = Li+L2+iL,., L,] 
=L’ -LA#L, (6.6,2) 
于 是 , 代 人 工 - 工 , ,我 们 得 到 
[El hm? ?= (By = ~— LL: — fL,) | lm) 


= +) -mm = [+1) -mm + 1)] (6.6.3) 
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二- [im ) 的 模 方 是 作 工 - [az 和 = 人: 工 Tfm), 又 有 
Li = (EL, +iL (LE, -i = Li +i ri ib, = 1 -1 -iL,,L,] 


= 工 :一 二 2 十 天 (6.6.4) 
所 以 ,我 们 得 到 
| 工 -1 = Cmt (LL? + ) | fm) = Rt+1)- m+m] 
= [+ 1)— m(m ~- 1)] {6.6.5) 
(0) 普 先 ,我 们 考虑 对 易 关 系 
[也 = [2 十 记 ,] = [2，L + 天] = (6.6.6} 
各 
[LL] = ,EL -ib]= [EL, L]-iL,L,]=0 (6.6.7) 


这 意味 着 [7 工 , = 工 , 己 和 了 工 - = 工 - 恶 ,对 于 工 , |im) 种 工 _ 11m)L? 的 本 征 信和 是 
1 tm?) = L, (CE? | lpn)) = FL + DL, | bm) 
EL lm = LL my = RF DL Em 


这 就 是 说 ,| lm) 和 上 | 4m) 是 L? 的 属于 本 征 值 #7 (7 + 1) 的 本 征 态 . 在 我 们 继续 计算 L, 的 本 征 
值 岗 前 ,应 注意 到 


[Le] = [Ls +iky, Ls] = [Es, Ld+ith,y, Le] =— i - =- (6.6.9) 
所 以 Ls; LL, -LL: = 1 LL. = 上 ,LL. + 和 ; .同样 地 


(6,6,8) 


[ZL = [i -iL,, LJ]={L,.L.]+ i Le] = it, + = (6.6.10) 
因此 ,二 -LL 上- = 地 -andLL_ = 上 LL 上 ,和 .于 是 ,我 们 可 以 计算 
Lb lm)= (Ly Lt HO) Lim) = L, Ls tm) + ,| Lm) 


= mhL, | dm) + HL Hm) = Cm + DRL ,| Lm) (6.6.11) 
以 及 
bb (Lbs) lm) = LL Ll im) -Hl tm) 
= mA | bm) — | as)》 = (Cm ~ DL my (6.6.12) 


我 们 看 到 工 , | iw} 和 工 _ 1) mx} 分别 是 工 - 的 书 于 本 和 伍 值 m(m +1) 上 和 zx (xm 一 了 8 的 本 征 态 ,结果 为 
1 工 : 1 am) 有 = RAC -mmr 


(6.6.13) 
上 -12 = AGI- mm 1 
(Es hm)) = (+ (CL, | bn)y) 
aL dm?) = BEEF CL Bot 下 
各 
LL md) = km + DL, | bm)) 
Ee = htm - I)(L. | Im)) 下 


从 (6.6.14) ,我们 看 到 工 , 14m) 和 工 _ jim) 正 比 于 | lm )( 注 意 mm 和 不 局 ) .从 (6.6.15), 我 们 断定 
上 :lim) 正 比 于 | zr 二 人 而 上 | 正比 于 | ,sm 一 1}; 这样 


Lil im) ~ i, m+1), Llim) ~|i,m -1Y {6.6.16) 
回想 到 | , mm 十 1) 和 工 _ 1im) 的 楼 是 1, 因此 ,从 (6.6.13) 我 们 得 到 


Lm = RANI mm ti ll, m+1) (6.6.17) 


Ll = VI mem, mt) {6.6. 18) 


~ TT Te yg 


i 
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于 是 ,我 们 看 到 算 符 工 , 和 工 . 容许 我 们 在 工 : 和 工 。 的 本 征 信之 间 “ 帘 来 定 去 ", 还 应 注意 的 是 工 ; | 4， 
站 =0 和 工 -15， -1)=0, 

6.7 在 标准 角 动 量 基 下 计算 表达 式 4imi Ls | 5) 和 (| LL, | lm). 
馈 8 ”第 一 步 ,我 们 用 上 ,和 上 .表示 工 , 和 和 了， 


Lt LL 
LL = 二 本 和 FL = 二 机 (6.7.1) 
记 住 
Ll hm) = VE 和 二 交加 (6.7.2) 
和 
Lilim)y= Rv -mm 1 l,m 1 {6,7.3) 
算 符 L2 可 以 写成 
Lz = 于 (L- 工 中 = 于 (到 ~ L2+2L 1 +2L 工 》 (6.7.4) 


L* 和 L2 两 项 对 表达 式 4lm | L? | 4m) 的 确 没 有 贡献 ,因为 


{ iLil my) (tml i, m+2 =0 
: 6.7. 
im lL im ~ tim |l,m—2)=0 (6.7.5) 
这 样 ,要 计算 dim | 上 :| 41m) ,我 们 只 要 考虑 工 -_ 工 , 和 工 , 工 _ 的 贡献 , 即 
Cm | L2 1 加)= Fm | LL tL LL) | Im) 
= 寺 [《im 1 (L, Ll lm) + thm | (LL,)! bmy] 
= [VITTI a Tb lL | i,m— 1) 
| 
> 
= ZIV- mm 1) VTrI mn 1) (tm | tm) 
+ OrD mm tI) VATTI) mm im | tm ] 
2 
= SU+D) -mm D) +t) mtm+1)] 
= [t+ 1) am] (6.7.6) 
我 们 开始 计算 dm | 工 . 工 , | amy, 利 用工, 和 工 _ 我 们 得 到 
Lb, = H(tL (LL.) = EL, LL + 1L,] (6.7.7) 


了 + 和 工 ? 两 项 对 (lm iL,L, 5 ) 也 没有 贡献 ;于 是 


(dm , (LL,) 1 im) = 让 Lm 1 一 开工 -了 工 :一 了 工 - 
= 击 [人 om1( -区 ) 1 tm)] 


= [bm (LL) tm) ~ Cm 1 (Ls LY) 1 tm)] 


一 让 
= Iv TD mamin! Ll, m+ DD- vitti)- mim- 1m |L,| l,m—1)| 


天 
= RVD mr VT mm Tm | Im) 


i rT rp 


人 


Yr rg 


TS TT a 


Pe 


ne 
7 


ee -一 ~ 


i 
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NT /TD mmm im) ]= 罗 于 (6.7.8) 
6.8 考虑 粒子 具有 波 蚂 数 
br, ys 2%) = N(r+yt+ JerIG tte Ye {6.8,1) 


这 里 N 是 归 一 化 常数 ,而 a 是 一 个 参数 .我 们 测量 L? 和 工 ,. 
求 测量 结果 为 如 下 信 的 概率 (a)L ?=2i ,上 ,=0;(b) ?=287, ,= (c)L? =27， 
工 -= 一 起 ， 利 用 已 知 的 关系 式 


Yi(9,$) = /sinde’, YO,$) 一 一 人 | 这 cos0， Yr1(0,$) = RBsinoe” 


air 


(6.8.2) 
解 棺 ”首先 我 们 用 球 坐 标 下 示 函数 jp(r, yz) 
= randeoed, y= rsinfsing, x = roosd (6.8.3) 
这 里 一 = 妆 十 天 十 于， 
pr, O08$) = N[singfoosg + sing) + cosf]re” {6.8.4} 


我 们 将 %(r，9 ,及 写成 两 个 函数 冬 积 的 形式 yr，9,#) =R(7)T 了 (9,$), 这 里 RCr)= Nre 全, 和 ‘| 

T(8,$) = Pam YW (0,8) = sinpcosg + singsing + cost (6.8.5) : | 

系数 由 式 i 
am = (nr | T(0,$)) = Jy TO, $ydod$ (6,8.6) 8 


多 定 ,利用 球 谐 本 数 的 性 质 , 我 们 可 以 证 明 
T(8, 有 =A/ 村 [到 (一 史 -二 (+ 站)] + 全 


= SUD (1 0)Y + Yay?) (6.8.7) 


| 


为 计算 概率 ,我 们 必须 将 函数 TI 他 归 一 化 ;我 们 用 (8, 拉 = PT(6, 兴 表示 归 一 化 孙 数 ,这 里 
BT (8, $)T(0, $ddd$ = 民生 (2+2+2 = nF 1 (6.8.8) 


或 8=1v 4r, 因 此 ,我 们 有 


， -1 DY (1 -0Y 
T’(0,9) ll+ )Y {1 -DY +YiY] (6.8.9) 
这 样 , 各 概率 计算 如 下 ; 
(了 当世 =282 和 工 , =0, 有 
2 
P=(,01 TY = 去 v3| = 方 (6.8.10) 
{bp) 当 工 =2 所 和 工 , = 上 我 们 有 
.| 2 
P =141,11Ty》 1 = |- 球 = 地 (6.8.11) 
(c 当 工 =282 和 上 ,= -二 我 们 有 . 
P=-1G 11T)P -| 其 i = 子 (6.8.12) : 


6.9 对 称 陀螺 ,在 随 体 运动 的 坐标 系 下 ,转动 惯量 为 [, = 1, 和 工 ,用 哈密 顿 量 
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1,.,; 2、， 1 ，: 
H=3 (+0) + 5 (6.9,1) 


描述 ,注意 转动 惯量 是 参数 而 不 是 算 符 , 工 , ,二 和 LL, 是 在 随 陀螺 运动 的 坐标 系 下 的 角 
动量 算 符 . (a) 计算 哈密 顿 量 的 本 征 值 和 本 征 态 ;(b) 对 于 任何 态 ,测量 L, + 工 ,+ 工 。 的 
期 望 值 是 和 多少 ?”(c) 陀 螺 在 t =0 的 态 是 |1 =3, 和 = 有 0 ,在 :=4xl /#4 测量 L, ,得 到 值 为 
的 概率 是 多 大 ?7 

解 BF (a) 第 一 步 ,我 们 将 哈密 力 量 写 为 


lir? 2 2 赤 - 示 让 = 村 +( 式 - 开 记 
有 = 开 (+ 瑟 +)+[( 均 -让 庆 = 直 2+( 下 -区 j (6.9.2) 


这 里 工 是 总 钊 动量 ,想到 ,如 果 刀 是 一 个 算 符 , 它 有 本 征 信 Ai(i=1,2,…,x), 则 f(A)( 这 里 f(A) 是 
轧 的 函数 ) 的 本 征 值 是 F(X,), 因 此 能 量 的 本 征 值 是 


Bn = 过:0+D+ (站 -于 jm (6.9,3) 


于 是 哈密 顿 景 的 本 征 态 就 L* 和 工 , 的 本 征 态 . 即 球 谐 耳 数 Y {9,8) 具 有 本 征 能 量 EE, . 
《b) 对 陀螺 测量 工 - + 上 , + 工 - ,我 们 在 本 征 态 YY (9,#$) 找 到 陀 刚 , 即 上 ,+ 工 , + 工 , 的 测量 给 出 结果 


OPO Le ts +) WG) = (0) | (+ 


于 
= YY (0, DL YO0, $)) = Hm {6.9.4) 


(e) 陀 巍 在 t=0 的 态 是 py(1 0,9,$) = 总 (8,$), 这 是 哈密 顿 量 的 本 征 态 ,对 这 个 态 ,L, 的 测量 给 出 
0 值 ,因为 它 是 险 密 顿 最 的 本 征 态 ,陀螺 将 总 是 保持 在 这 个 态 , 所 以 测量 得 到 # 的 概率 为 零 . 
看 .10 ” 球 谐 函数 用 


+ Yr (0,$)) 


Yr (0,$) = CrPr” {cos0)e™ (6.10.1) 
定义 ,这 里 C 是 妆 一 化 常数 ,P” (xz) 是 连带 勒 让 德 函 数 ,定义 为 


dl 


Pr (x) 一 (1 - x Ym em 


P(x} = Pr" (x) (6.10.2) 


计算 m=0, 土 1 的 Yr (8,$)， 
解 4 考虑 到 勒 让 德 多 项 式 P (z)= < 于 是 也 (P(x))=1. 所 以 ,依据 (6.10.2)( 参 看 数 学 附录 ) 


我 们 有 
Pi(z)=P(r) = Vi 《6.10.3) 
同样 地 ,本 (z)= zx; 于 是 应 用 (6.10.1) 我 们 得 到 
Yi{0,$) = CIPI(cosgyer = Cisinger (6.10,4) 
以 及 
(0,$) = Crisinde™, YO, $) = Cleos8 (6.10.5) 


利用 妇 一 化 条 件 ,我 们 得 到 


2 所 2z x 
| asf CYr)* (0,8) Yr(0, 8)sin0de = 1=| a (Ceng od =1 (6.10.6) 


或 -2x( Cy cos Gd(eosg) =1, 即 C9= 未 .同样 


Ci = Cn = (| dj singer singe singd0 )” = (2n] sini0d0) =f (6.10.7) 


最 后 ,我 们 有 
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eT Tn 本 | 


(0,$) =A/ 示 cosg， YC0,$) =A/ Bsinge, Y11(0,$) = BsinGe™ (6.10.8) 


6.11 求解 本 征 值 方程 LY(8,$)= a4#*Y(9,$), 并 求 出 L? 的 本 征 值 .应 用 L? 在 球 坐 标 中 
的 表达 式 


， a a1, .2 
= + in 部 {6.11.1) 


Sn 


解 8 二 首先 ,我 们 将 L? 的 表达 式 代 入 本 征 值 方程 ,得 到 


[+ (sn 部) |Y(， $) =— AY(O,¢) (6.11.2) 


我 们 用 分 离 变 量 法 求解 该 方程 ,于 是 我 们 将 Y(8,$)= 名 (#$)8@(8) 代 人 并 得 到 


7 癌 (sne $$ )=- 10($)8(0) (6,11.3) 
(6.11.3) 两 边 除 以 全 名 守候 ， 我 们 得 到 


1 4 sinn df , ,dg 20 
Too (sing 9 3 )+ Asin8 = 0 (6.11.4) 


te ee et 


现在 ,我 们 有 两 项 ,第 一 项 十 和 多, 仅 是 $ 的 本 数 ,而 第 二 项 关 9.@ (sing 49) + Xsin 9, 仅 是 9 的 玫 
数 ,两 部 分 之 和 为 堆 , 因 此 ,每 一 项 本 身 必须 是 常数 ,我 们 令 


er 


1 dm  » 
而 = ， {6,11.5) 
和 
8 d d 信 
a 器 (sin6 各 外 hsin28 = m: {6.11.6) 
方程 (6. 11.5) 的 解 是 
BD($) = e™ (6.11.7) 


要 具备 作为 周期 函数 的 资格 ,@(#) 必 须 满足 条 件 B($+27) = ($8); 即 e@"™ 二 1, 这 样 mm 必须 是 整 
数 ,m =0，+1, 圭 2,…. 现 在 ,(6.11.6) 可 以 改 用 变数 x = ecsg 表示 ,这 里 


d_drd_ sd_ 三 一 ad 
Te (6.11.8) 


代 人 (6.11.6) ,现在 ,我 们 有 


Ls 疙 [ac 得 ]ad-o) -20 (6.11.9) 


我 们 重新 安排 (6., 11.9) ,以 得 到 一 般 勒 让 德 方程 的 形式 
El4 -it (TE)e -0 {6.11.10) 


注意 ,在 变换 x 一 -x 下 ,方程 (6.11.10) 不 变 ， 这 意味 闭 一 般 勒 让 德 方程 的 解 要 么 是 关于 xz 对 称 的 ， 
要 么 是 反对 称 的 , 当 m? =0 时 ,方程 为 


友 L0 -起 ] 18=0 (6.11.11) 
假设 解 可 用 知 级 数 表示 ,于 是 , 设 B(x) = xz” YY ouzr , 代 人 (6.11.11) 得 到 
2s tnt2)(stntl)ewr" — [ts ta)(s+ n+1)- A](ar"")) =0 


(6.11.12) 
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具体 过 程 贸 给 读者 去 证 明 . 上 式 中 每 一 项 的 系数 必须 为 零 ,我 们 有 
{s+ nt+2)(s + ntl)aszs = [+n)(s + n+1) -Aja, (6.11.13) 
或 
i Ga 
函数 日 (+) 在 149=0) 是 有 界 的 ,于 是 对 2 条 件 (s+ n)(s+n+1) 一 A=0 必须 成 立 .这 就 是 说 ,4 
必须 具有 4 = 22+ 1) 的 形式 .这 里 ! 是 整数 ,所 以 L? 的 本 征 值 是 (i+ 二) 方程 (6.11.11) 的 解 ,可 
以 表示 为 


@,(z) = ai Erle -1 (6.11.15) 
同样 地 ,(6.11.10) 的 一 般 解 是 
Or (zr) = Si (1 一 -1 ={-D"(~ ri)"? P(x) (6, 11.16) 


考虑 有 心 势 场 中 的 粒子 ,已 知 : | Lmm) 是 L? 和 工 , 的 本 征 态 ; 
(a) 计算 和 式 AL: +AL?; (b) 对 [和 wm 的 什么 值 ,(aj 中 的 和 式 为 零 . 
: 解 8 (a) 测 不 准 量 AL?: 和 AL? 定义 为 
AL = D2) -LL), AL? = (Ly- (L,Y (6.12.1) 


利用 升 算 符 工 , 和 降 算 符 工 -我 们 写 出 L = 此 二 上 和 了 = 元 二 - ,所 以 我 们 有 


L202 + +L LL +L 1.), D2=-TI+tD LL LL) (6.12.2) 


于 是 
(La) = Cm | Ls 1 tm) = (Im | (HE -mm =0 
(6,12.3) 
{L,) = thm | L, | tm) = (hom | el Im)=0 
因为 
Llim} = Avitf+1)- mim+1)1|i, m+ 1» 
(6,12.4) 
Llim = VICQ+D -mm 1, m1 
同样 ,我 们 可 以 计算 


《EL2》 = Cm 12 | bm) = 村 (人 (om 1( 天 十 工 十 工 , 工 -十 工 _ 工 ,) 1 im)) 


= lm (D+) ont dmiL, LL TELL) Im)) 


(6.12.5) 
根据 升降 算 符 的 性 质 ,我 们 有 
了 31 lm) ~| 1, m+2), 天 | py 一 1 mo- 2) (6.12.6) 
我 们 还 有 
LiLlim = 1, (kVANTTIU mm 1) l,m — 1)) = [A +1) ~ srl — 1)] | bm) 


(6.12.7) 
和 


天 工 -1 as =L (kV -mmr | l,m +1))= B+ 1) mln + 1)] | tm) 


(6. 12.8) 


“103， 
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这 样 ,我 们 得 到 
《EL2》 = mm tt mm 1)] = 2 2 +1)— m?] 
(6.12.9) 
同样 
{12) = (LY) = 28 [1 +1) m’] (6.12.10) 
最 后 ,我 们 有 


AL? + AL® = (Li ~ (CL) FOLD CY = 4 [+1 -me] 6.12.11) 
(b) 利用 (a) 的 结果 ,我 们 看 到 , 当 区 +1 -mm =0 时 ,AL: +AL2 二 人; 即 wm? 二 4(1+1), 利 用 mx 和 1? 
必须 是 整数 的 事实 ,我 们 可 以 断定 只 有 当 = m=0 时 ,这 一 条 件 才能 满足 . 
6.13 考虑 系统 具有 态 函 数 


OE Ma fF rae eT A gn 人 re pp er 
， 一 人 人 站 


2 
yr, t=0)= Neexp(- 二) (6.13.1) 
这 里 =x+ iy;N 是 归 一 化 常数 ,ro 是 给 定 的 参数 ,还 已 知 工 : 和 工 , 的 本 征 函 数 是 球 
谐 函 数 
Yi(x, y, x) =- /4， Yi(x, y, 2) =/ 让， Yr, y, x) = 总 全 : 


TT 


(6.13.2) 
(a) 测量 L? 和 二 . 得 到 的 值 是 多 少 ? 求 每 个 测量 结果 的 概率 . (b) 写 出 L? 和 工 , 的 三 
个 相应 于 已 知 奸 谐 函数 的 本 征 函 数 . (ec) 求 L, 的 测量 预期 值 ,每 个 值 的 概率 是 多 大 ? 


解 8 。 (a) 考 虑 算 符 L? 和 工 . ,它们 仅 作用 于 波 孙 数 对 角度 $ 和 8 有 依赖 关系 的 部 分 ,注意 ,我 们 
可 以 将 多 写 为 


wr, t= 0)= /本 Nrewp( 了 lz, Yy, 2) (6.13.3) 


所 以 ,我 们 看 到 ,在 L? 和 工 , 的 测量 中 ,可 能 值 分 别 是 2# 和 二 的 概率 为 百分之百 , (因为 1? 和 工 ， 
似 作 用 于 Yifz，y，z), 它 是 这 两 个 算 符 属于 这 两 本 征 值 的 本 征 画 散 . ) 

(b) 考 虑 关系 ,其 玲 标 町 z'、y 和 x 平行 于 原来 坐标 系 KK 的 xz、y 和 zx 轴 . 在 变换 z 一 yy 一 zx 
工 下 ,KK 系 中 的 算 符 L. 和 区 系 相同 ,这 样 ,的 本 征 函 数 和 工 , 的 本 征 函 数 相同 . 工 .的 本 征 


函数 是 
(Vr, ye) = 就 训 2 --\/ 辫 cg 一 (6.13,4) 
因而 志 。 的 本 征 函数 是 
(Yilx,y,2)), = 7- 总 让 2 《6.13.5) 
T+y 名 


因为 工 和 工 . 与 工 。 对 易 ,(Yi)z 是 工 。 的 一 个 本 征 画 数 ; 它 也 是 上 人 上: 的 一 个 本 征 函 数 ， 
CODE = 二 了 ， CY ) -VE (6.13.6) 
(0) 紧 接 (a) 各 (b) 的 结果 ,我 们 用 展开 定理 写 出 {参看 第 四 埋 ) 


pr, £ = 0) = Nrexp( - 好 Y 和 (ou + Lr je + (YI) ] {6.13.7) 
仪 考虑 函数 上 中 是 二 和 工 . 的 本 征 函数 的 那 一 部 分 
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Plx, y, z) = (CDs, + 方 [C7); 一 (v1) {6.13.8) 


这 里 a 是 归 一 化 常数 .《p1p)=o?(1+ 记 + 地 )=1>e= 塘 ,所 以 


(QD + LY - CD61) (6.13.9) 


1 
Plx, y, 2) = 点 ( 万 


因此 ,测量 L. 和 2? 的 预期 值 如 下 :对 ?= 2 各 和 工 ; = 0 概率 是 |((Y)。1P)1= 却 ; 对 了 一 2 让 


.和 工 ,各 ,概率 为 |{(Yi)。 |P)|? = 二 ,最 后 对 =2 和 7 和 == -二 ,概率 为 (YI) IP) = 工 


考 虚 元 限 深 球形 势 阱 
0, 0 和 ra 
V(r) -| {6.14.1) 
coco， 站 裤子 


中 的 粒子 , (a) 写 出 径 向 和 角 向 微分 方程 ,并 求解 角 向 方程 ; (b) 计 算 ; 当 /=0 时 的 能 级 
和 定 态 波 函 数 ， 
解 贱 。 《我 们 首先 写 出 系统 的 哈密 顿 量 、 


H= 万 + V(r) = -起 v4 V(r) (£6.14.2) 
这 蛙 球 坐标 中 Y 症 
vi 让 )+ 吉 [到 高 (sn9 放 }+ 二 部 ]- 起 ()- 直 (6.14.3) 
于 是 
= 大) + + V0) (6.14.4) 
定 态 被 函数 以 >、b, 归 的 微分 方程 是 
Hp = tt Vy Ey (6.14.5) 


是 然 [五 , L:] =0; 因而 ,我 们 将 y 写成 (7,，9, = RR (ryYr (9,$) 并 得 到 


_ 0, 之 Ra{r}L Yo, $) 
2mr 


= ER (r) Yr (0,$) (6.14.6) 
因为 W (909, 办) 是 Li 的 本 征 本 数 .7 YP(8,$)= 知 玫 (1+1)YP (8,#) 所 以 , 径 向 方程 是 


-大 圭 吉 [RD] [L(+ D+ Vr) [Rlr) = ERs(r) (6.14.7) 


b) 当 7=0 时 ,我们 有 


3 rR Cr)] 十 + Rotr) Vr) Yr (0,¢) 


-起 工 [Ra 站] + VCr)Rafr) = ERa(y] (6.14.8) 
我 们 记 Rwo(7)=RR(7), 当 7>a, 卫 数 必须 为 零 [因为 Y(y) 是 无 限 的 ]; 而 当 0<y<e 时 ,我们 
有 
了 
- 世 鞋 瘀 (RD) = ER) (6.14.9) 


我 们 将 ULr)= rR(r) 代 人 ,有 一 直 旦 = EUGr) 吉 


B+ U7) = (6.14.10) 
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(6.14. 10) 的 解 是 
U{r) = Acos(kr} + Bsin(kr) (6.14,11) 


这 里 二 V2mE[ 大 .A 和 B 是 常数 ,由 下 述 边 界 条 件 确定 . 
I 已 在 >=0 时 为 零 ; UTCr = 全 =[ 妆 (7)] -oo=0; 
下 吕 在 x =a 时 为 零 :U(r=a)=[TROr],-。=0. 
这 样 ,从 条 件 工 ,我 们 有 U0) = 4 =0,， 并 利用 第 二 个 边界 条 件 
La) = Bsin(ka) = 0,ha = nn (6.14.12) 
我 们 得 到 


E, = Ths (6.14.13) 
最 后 ,我 们 利用 流沙 数 RLr) 的 归 一 化 条件 ,计算 B 的 值 ,RR(r) 为 
sint kr ) 
BB 一 ， 人 0 区 r 世 
Ut) -| r "~ (6.14.14) 
0, 其 他 
所 以 


0 吕 Hi 
| [REr) ld4rr*dr = | 4 六: sn (kr) 2dr = 4r 忆 | sin( kr jdr 
0 0 r 0 


= 4zB | - Doosrsinz + 1z | I" 一 2 = 1 (6.14.15) 
__1 _ 
于 是 B= ,这 样 , 当 | 0, 我 们 有 
gr, 9， 及 = RD =- he Fsinl 2 ) (6.14.16) 


考虑 三 维 各 疝 同 性 谐振 子 的 哈密 顿 量 
Ht t) + 2 (十 闻 + 本 ) (6.15.1) 


{a) 用 球 坐 标 写 出 哈密 顿 量 ; (b) 求 出 球 坐 标 中 的 哈密 顿 量 本 征 函 数 ;(c) 求 能 量 本 征 
值 . 
租 结 、 (a) 我 们 首先 写 出 


， 有 
t+ = tt) (6.15.2) 
在 球 举 标 中 , 它 变 为 
102 afl Fr), 1 af 1 了 
| 5 
2 2 1 931,03 1 了 
利用 L*= 一 在 (sn 闸 )+ -53 |, 我 们 得 到 
2 六 2 
一 站 V+ (6.15.4) 
因此 ,在 球 坐 标 系 中 ,哈密 顿 量 是 
1 这 2 
Hr (6.15.5) 


(b) 角 动量 仅 以 [的 形式 依赖 于 哈密 顿 量 ;所 以 将 本 征 孙 数 写成 5(r ,9, $= RCryYr (9,4$) 的 形 
式 ,我 们 有 


TE AE Ra | 


二 一 -一 -mn 一- 
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py = 起 OD RC) + Rr rzyn(0, $) + wR Yr = Ey 
(6,15,6) 
或 四 
th 2 2 
HRIr)}Y” = 一 二 兰 (Rr)) + UL DR() Yr + SR(r) Yr 二 3 rR(r) Yr 
= ER(r)Y™” (6.15.7) 
我 们 得 到 径 向 方程 
了 2 
一 霹 EB) + [* 全 也 + rr je = ER(r) (6.15.8) 


之 2 
代入 u(r)=rR(7), 方 程 (6.15.8) 变 为 - 直 9 划 + (0D + je(m=E 民 或 


2 2 
[总 - 人 1) _ er + Eat) -0 (6.15.9) 


我 们 记忆 二 马扎 和 ce 和 = 223; 于 是 我 们 得 到 


[prt =0 (6.15.10) 


注意 ,对 于 大 的 ,方程 (6.15.10) 的 主要 部 分 { 和 一 局 u(r) =0, 所 以 对 大 的 


u(r) ~ g(r)emn {6.15.11) 
我 们 来 计算 
de = Eager _ Brge "Pe)— (ee _ 必 erer2z 加 2Bgrerarp 十 priges”e) 
= (g ~ Pe- frg’ + Prig)een (6, 15.12) 
所 以 我 们 有 
[eB -ape’ + prig- tle prg- ees =0 (6,15,13) 
g(r) 的 微分 方程 是 


E -2re +(e — A)g— + Ug =0 (6.15.14) 
我 们 写 g(r)=r Dasr*( 因 为 ao 才 0), 于 是 g'= 1 a(n+5)rr"t 区 及 
n= 二话 #0 


中 = Da (n + sj){x+ ss- I) 二 DS aaln + st2)(n+s +1)r" {6,15,153) 


= a=-2 


注意 专 = Zr = amar*” ,于 是 方程 (6.15.14) 变 为 
性 二 r= 一 


sanal(n +st2)(ant st1)— 2 +1 + Yo.[- 28(z+te- 有 0 


{6.15.16) 
当地 = 时 ,我 们 有 [Ls(s 一 1) 一 1(f+1)]ao =0, 因 为 ae 天 0, 导 致 *=! +1, 当 = -1 时 ,我 们 有 
[LG+tDs-z0+l)]e=0， 因为 ;=1+1, 我 们 得 到 a, =0; 于 是 


_ ge 一 38 -28(n+1) 
Qn? (nt+t+3(nti+27 ITTTean {6.15.17) 


《c) 对 于 大 的 7, 本 征 函 数 必须 有 界 ,于 是 我 们 要 求 Sr) 必须 是 有 限 次 宪 多 项 式 . 即 对 于 确定 的 ， 


| 
i 
: 
: 
| 
| 
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我 们 令 a。 =0 


e -3p-28(no+ 1) 
{no t+ ittnot+? 下 可 TT) {6.15.18) 


或 =38+28(no +1)=2mEs /有 .这 样 ,能 基本 征 值 是 


Ew = 去 [38 + 28(n’ + 站] 一 志 [3 +2fn + 全] = | 二 “十 ji 《6.15,19) 
考虑 无 限 小 转动 算 符 
LRCde ,让 = -doL ,六 [6.16.1) 


求 有 限 角 9 的 转动 算 符 .提示 :定义 当 N->ce 时 db= B/N. 
解 于。 令 | 从 是 坐标 系 O 中 的 态 矢 量 .在 学 标 系 0 中 绕 半 轴 旋 转角 度 6( 相 对 于 内 的 态 矢 量 是 

| 多》 = TUr(d9, 站)] ”| py (6.16.2) 
所 以 有 限 角 8 的 旋转 算 符 是 Ur (89, 况 ) = [Us (99, 证 )]* ,我 们 得 到 


; NN 
Unb, f) = lm(1- 二 LA) (6.16.3) 


想到 lm (1+ 喇 】 = ee ;于 是 利用 该 恒等式 ,最 后 我 们 得 到 


cb 介 = lm 1+ (- iA)] = exp(- LoL .A) (6.16.4) 


(a) 参考 问题 6.16, 计 算 当 1=1 时 , 绕 台 = 3 的 转动 算 符 ;(b) 利 用 (a) 中 得 到 的 转动 算 
符 , 求 L, 在 L, 的 标准 基 上 的 本 征 态 矢量 表示 . 


解 .4 加。 (a) 考 虑 转动 算 符 Ur = exp[ - 论 世 on] , 当 色 = 乡 , 我 们 有 


一 = I = 1 1 " 
Us = ep(- TL0, )= 3 十 人 8.,) (6.17.1) 
我 们 来 计算 
0 -i 0 0 -1 0 
也 ~- 工 |; i 
lt 0 -ij= 方 | 0 -1 (6.17.2) 
0 i 0 0 1 0 
-1 0 1 
工 2 
( 圣 ) =- 广 |0 -2 0 (6.17.3) 
1 0 -1 
和 
0 2 0 0 -1 0 
并 | i 工 
(好 ) = 再 |-2 0 ?|= 方 1 0 -1|= 鱼 (6.17.4) 
0 -20 0 1 0 
于 是 我 们 得 到 
_ (EE 
-1+ 全 9 ( 凶 )+ > an (时 
De 1L ae (-1yngz 
-1 这 多 w+DT + (第 ) > (2n)1 (6.17.5) 
注意 
. uid 【一 11 2 tn 
sn9 = 7 Tr ol 1- 二 (6.17.6) 


TEN ee 


—- ge a 


A et 


nT 
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: 


所 以 
Ed 
Us = 1 isinb 这 + {cosf ~ 0 至 】 (6.17.7) : 
或 : 
(1 ao 0 -1 0) -1 0 1 ; 
UR = 0 1 0+ 加! 0 -JI-kesg-1l 0 -2 0 : 
001 0 1 9 1 0 -1 | 
Li -2 | 
3 亡 2 . 
1 | 
-~ She — Sinf s 
_1-cos sing 1 +cosb 
2 2 : 
(b) 要 从 工 , 的 本 征 矢量 求 出 上 , 的 本 征 态 矢量 ,我 们 必须 旋转 工 . 的 本 征 态 矢 量 8= wi2; 所 以 ,在 本 里 : 
中 ,我 们 有 : 
112 -1 2 | 
URtr2, 和 = 0 -Uv (6.17.9) : 
12 72 1 | 
这 样 ; 
1 = Ue (至 , $)11)， 10), = Us( 圣 , $)10) 
I~1),.= Ug ( 子 ， $j (6.17.10) : 
这 里 . 
1 0 0 | 
tl?= 0l, 10= I, 1-1)= |0 (6.17.11) : 
0 0 1 
是 标准 基 ,所 以 
1 
DD 05|= 冯 1D+ 直 199+ 寺 王 了 (6.17.12) 
12 
- liY2 
10 =| 0 |=- Ld-i- 
方 (1 1 一 1) 《6,.17.13) 
1 72 
各 
12 | 
_1y = -= 工 | 四- 工 工 |- 
It 一 = 到 1 成 1+ 二 ID (6,17.14) 
112 
补充 习题 


6.18 证 明 如 下 关系 (LL ,plih Sle pestb)[L, pj=[L, ry-[L, rp]=0. 
二 
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这 里 ij. 上 是 代表 xz、y、z 的 号 指标 以 及 
1, 谈 正 序 循 环 
En 二 一 1， 赵 道 序 循环 (6.18.1) 
0， 其 他 


提示 :根据 定义 工 = rX5 并 利用 Li= (rxp)s= > € wrip,. 
对 角 动量 算 符 证 明 如 下 关系 :(a)L =L,LL. 一 入 +L?; 
(pb) [L,, L:]=+#L:. 
证 明 如 果 L。 和 工 , 的 矩阵 元 是 实数 , 即 
tim {Lim = mL im, dmlL, lm) = {ml|L, | Fm’y 《6.20.1) 


那么 工 , 的 矩阵 元 是 虚数 ,im | 工 ,m2 = 一 Cm | 上 ,|Lm' ,提示 :[ 工 ,, 工 ,]=i8L,. 


对 角 动 量 !=1 的 体系 , 求 L,L, + 工 ,L, 的 本 征 值 和 本 征 术 矢量 
一 . -上 工 (i -1 fo y= li _ 
答案 |)=|1, 0); | vw》 万 6 +|1, —1)); | as， 万 ( 11, +|1, -1)). 


在 角 动 量 !=1 的 体系 中 , 工 . 的 本 征 值 由 | +1) ,|0} 和 | 一 1) 绍 出 ,这 里 
Lltl=8+tl, Ll-1)=-#1I-1), LI0=0 {6.22.1) 


哈密 顿 量 是 万 = 并 (3 一 工 ?), 这 里 wo 是 常数 . 求 (a) 以 | +1)、10) 和 | -1) 为 基 , 晶 的 短 阵 表示 ;(b) 


本 征 值 和 本 征 态 矢量 ， 
答案 (a) {+ 1)10)| —1) 
1 0 01l+1) 
H= jl 2 0|10) 
0 0 I-1) 


(b) 本 征 信和 和 本 征 态 矢 量 是 wo 十 1》 ,2wo#103 和 woh| 一 1y， 
证 明 ; 在 球 坐 标 系 下 , 算 符 上 , .L， 和 工 . 可 写成 


L, = 计 (oosp 郑 -singeot 区 (6.23.1) 
3 
产 一 于 可 
三 维 各 向 同性 谐振 子 的 哈密 顿 量 是 
Hap +t) tm ty +) (6.24.1) 


计算 知 下 对 易 关 系 :a)LH,， LJ];(b) [HH.J;(o)[L,,], 这 里 表 = 地 + 汪 mw? 
答案 (2D)LH, L]=0;(D[H, Hj]=0;(0)[L, H,]=0. 
证 明 角 动量 算 符 平均 值 的 时 间 导 数 由 式 

dr) 二 一 《Pr xX VY 


给 出 ,这 里 V 是 势 ,在 有 心 势 下 , 工 的 时 间 导 数 有 何 特征 ? 
答案 ”对 有 心 势 Vocr=>r x Vy =0, 工 的 时 间 导 数 为 零 ,于 基 工 ? 的 本 征 值 和 时 间 无 关 . 
利用 如 下 的 数据 ,计算 P(x);(a) P,(z) 是 4 次 短 的 多 项 式 .{b)P,(1) =1. (ojP(z) 和 1,z, x? 及 


zz 是 正 交 的 , 即 | ztP(z)dz =0 当 k=1, 2, 3. 


提示 选择 p(xw} 具 有 形式 Ptx}= y ck 
Fe 


er 


an tm 


1 


or 
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答案 ”P(xz)= 寺 (35x*+30zx?+3). 

6.27 设 | 人 是 某 体系 的 态 函 数 ,而 Ua《9,n)(n 是 单位 欠 量 ) 是 绕 太 转角 的 转动 算 符 .这 样 |5 = Us | 内 
是 举 标 系 绕 n 施 转 8 角 的 态 沙 数 .利用 短 表 示 证 明 当 1=1,Us(9,#)= exp( -~ 二 后 工 ]i 这 个 算 符 是 
所 有 ! 值 的 转动 算 符 ). 


YEP TE rr er tp > , 
， ”2 


TE ep me 


mm 


TS 


i a 


7.1 定义 


自 旋 是 粒子 的 内 京 性 质 , 该 性 质 是 从 Stern-Gerlach 实验 演绎 出 来 的 , 自 旋 算 符 的 公式 化 
定义 模仿 角 动 量 算 符 ( 参 看 第 六 章 ) 


S|ay = S(S+1)#* [a) (7.1) 
ia? 是 S 的 一 个 本 征 函 数 ,而 S(S+1) 是 相应 的 本 征 值 ,我 们 还 定义 
S:= 5 +S +5 (7.2) 
这 里 S,、S, 和 5S, 遵守 如 下 的 对 易 关 系 : 
[S,,S,] = iiS,, [S,,S,] = ifS,, [S,,S,] = i#S, (7.3) 
仿照 角 动 量 , 自 旋 在 = 方向 的 量子 数 是 ms= 一 5, 一 S+1,…,+S, 以 及 
S。1 ay 一 msh | ay (7.4) 


7.2 1/2 自 族 
对 于 具有 广 自 旋 的 粒子 (例如 ,电子 ) ,我 们 有 ms = 上 二 和 S? 及 S, 的 两 个 不 同 的 本 征 态 
矢量 , 记 为 | + 二 ?和 | 一 亏 ), 这 些 本 征 态 矢 重 称 为 标准 基 , 这 里 
S | 土方) = 半 直 上 十 方 ) 3. 1 土生) =+ 二 1+ (7.5) 


像 它 的 名 称 标准 基 所 喻 示 的 ,虽然 也 有 其 他 的 基 可 以 使 用 ,我 们 常常 使 用 的 就 是 这 组 基 . 
自 旋 空间 的 任何 波 函 数 都 可 以 写 为 标准 基 的 线性 组 合 . 


7.3 泡 利和 矩阵 
泡 科 惩 阵 用 
S= 了 c (7.6) 
定义 ,这 里 
ID0 1 0 -i 1 0 
“| 中 -| ,| -| 因 Wh 
S 是 在 标准 基 下 写 出 的 , 泡 利 矩 阵 的 对 易 关 系 是 
fcromo]=2ic，[o:c]=2ir，for]= 2ig, (7.8) 
泡 利 插 阵 另外 两 个 有 用 的 关系 式 是 
=o =a=1 《7.9) 


和 
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(rr A)(g.B)= (4 .3)1+iz (4 下 ) (7.10) 
这 里 4 和 BB 是 两 个 空间 矢量 . 
7.4 ” 降 算 符 和 升 算 符 
仿照 角 动 量 ,我 们 定义 自 旋 降 算 符 和 自 旋 升 算 符 
3 = 9S.+iS,,S_= S, -iS, (7.11) 
这 里 
1 1、_ 1 
S11+ 却 ) = 小 SS- 1+ 本 》 三 在 | 一 万 》 {7.12) 
1 1 I、 
S+1 一 万) 二 让 |+ 方 》， S$-1- 75)=0 {7.13) 


7.5 自 旋 空间 的 旋转 


欲求 出 |a}) 在 给 定 坐 标 系 下 的 表示 ,而 该 坐 
标 系 绕 单位 矢量 公 的 方向 旋转 一 个 角度 9 ,我 们 
要 计算 


| x)" = exp{ ~ £06 sj cy (7.14) 


这 样 ,转动 矩阵 是 


在 
cost O12)  - sin( | 图 7 
sin( BA/2 et cos( 0/2) 
(7.15) 


注意 , 当 %= 0( 绕 = 一 轴 旋 转 ) 我 们 有 
一 | 
lsin(8/2) cos(812) 


它 是 绕 2 一 轴 8/2 角 的 旋转 . 自 旋 矢量 的 旋转 有 别 于 空间 矢量 的 旋转 .这 一 结果 对 和 白 旋 矢 量 是 
惟一 的 ,因而 可 以 用 来 定义 自 旋 矢 量 . 自 旅 矢量 称 为 旋 量 (spinor) 


7.6 与 磁场 的 相互 作用 


考虑 一 个 自 旋 为 S 的 粒子 构成 的 体系 . 旋 加 磁场 B 将 在 自由 哈密 顿 量 H, 上 引起 一 个 附 
加 项 ,于 是 


(7.16) 


H=H+Ha= Ht.s (7.17) 


例 题解 短 


7.1 计算 对 易 关系 [a, ,o ] ,这 里 j= 之 、y、z, 而 5: 是 泡 利 甜 阵 . 
解 和 FP 、 我 们 一 开始 先 考虑 泡 利 短 阵 


“115， 


pe 


“116， 


了 .2 


所 以 ,我 们 看 到 


[a 中] = go0, ~ oo = 


| 本 | | | 
1 Oli; 0 i 0j 0 


i 只 -i 0 1 0 
= | -| J- | -zx {7,1.1) 
0 一 1 夏 1 一 1 
以 及 
[ 1 | 本 1 | J -| 
Dd) = Ge do, = ,ojlo 2 ol 0 
;| 
一 = Zig, (7.1.2) 
i 几 一 | 
最 后 
1 0 0 1 oO 1111 0 
[oo 1] = guo, ~ qo, 三 | -| | 
0 -171 0 TI O10 -1 
0 1 0 -1 
oa 
-1 0 1 耳 
于 是 ,我 们 总 结 出 
[ao | = 2ienos (7.1.4) 
这 里 
1, i 往 环 排列 
emt = 一 了 i 反 循 环 排列 
0， 其 他 


用 S. 的 本 征 态 矢 量 作 为 基 矢量 ,计算 S, | 十 访 》 和 Si| 一 却 )(i= xy,z), 这 里 | + 二) 和 
| ~ 袜 ) 分 别 是 S, 的 本 征 值 为 + /2 和 -12 的 本 征 矢量 


解 zp. 自 族 算 符 是 (参看 理论 撒 要 ,第 7.3 节 ) 
0 
和 5= 刘 6 认为 +)= [1 放下 ) ,我们 可 写 由 
二 
0 


注意 $. 产生 了 S, 本 征 矢量 之 问 的 牙 迁 ,这 样 当 3. 作用 于 一 个 本 征 态 时 ,得 到 另 一 个 本 征 态 乘 以 
个 常数 , S, 也 同样 的 . 


(7.2.4) 


1 


了 .3 


` 这 里 # 是 < 方向 的 单位 舌 量 .在 本 题 已 知 条件 下 ， 
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Oe 
以 及 , 像 预 期 的 那样 
a "20 
S, | 一 十) = 去 | 四 -二 国 一 寺 时 (7.2.7) 


(a) 如 果 电子 自 旋 的 = 分 量 是 + 2, 电 子 自 旋 在 = 方向 的 分 量 是 + #/2 和 一 上 /2 的 概 


率 各 是 多 大 ? > “和 z 轴 成 8 角 ( 参 看 图 7-2);(b) 电子 自 旋 沿 z 的 平均 值 是 老大 ? 


解 #3 (a) 电子 的 本 态 是 | + 才 》, 沿 = 的 自 


旋 算 符 分 量 是 
SS {7.3.1) 
n= zsinfcosg + Fringsing + 2cosd, 因此 
SS. = ,Singcosg + 5,sindsing + 号 eosd 
{7.3.2) 


S. 的 本 征 值 是 + 大 2 或 一 上 /2, 而 S$, 的 本 征 向 量 
用 S. 的 基 拓 表示 为 


Ht 二 >》 = 人 十 + 了 } (7.3.3) 


Se | 二 序 》 -+ 六 上 + 到 


1 与) = cl+ 子 )+ qd 1- 二) 


, 1 ,, 
5 >- 了 五! 去) 
这 里 zc 和 4 是 复 常 数 . 将 (7.3.2) 和 (7,3.3) 代 入 (7.3.4) 我 们 得 到 


{Ssindcosp + S, singsin# + S0089) (a | 十 ) + | 一 志 )) 


= 享 (a 1+ 考 )+51- 填 )) 


利用 已 知 的 关系 
S. I+ 证 ) = 地 | 二 ) S, - 字 ) = 去 + 二 ， 
5S, 1+ 方 )= 波 |- 过 ， 5, |- 言 ) =- 间 |- 却 ) 
S. + 本 = 间 上 + 下 》 5 -地 -- 译 一生) 
于 是 (7.3.7) 变 为 
和 


部 [singoosp 1+ 村》~ isinGsing i+ 起) 一 cos 有 上 一 本 ;| 


(7.3.4) 


(7.3.5) 


(7.3.6) 


(7,3.7) 


(7.3.8) 


ra er 


[er 
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= 二 (a 1+ 地 )+61- 亏 )] (7.3.9) 


所 以 ,我们 得 到 


[asinfcosg + iasindsing — peosg = b 
1 (7.3.10) 
acosd + 5singeos 有 — ibsinfsin¢ = a 


或 o= 0 全 g7 1+ 序 ) 必 须 是 单位 矢 最 :这样 lej?+ bP =1 以 及 Il (1+ (0)=1 


singf cos 史 十 ising] 
于 是 
| a Si ain ( 写 jooe (二 ) = sin (4) (7.3.11) 
(全 


我 们 取 85=etsin( 912), 所 以 


(LT+ees 的 {01 2coe ( 卫 )sin( 卫 )】 他 
= 和 = os( 了) (7.3.12) 
这 样 ,我们 就 得 到 
上 去 = cos( 台 )i+ 生 ) + sin( 二 )er 1 一 二， (7.3.13) 
因为 | - 于 和 1+ 二 是 正 交 的 ,我 们 有 有 
《4+ 广 (- 计 )=coos( 多 ) +dsin( 多 )e t=02c= -tan( 9 )ead (7.3.14) 


注意 ,因为 | - 亏 ) 也 是 单位 矢量 ,于 是 |cj + 1412 = 了 .代入 c, 我 们 得 到 [ian (912)+1]1a1 =1 或 
1a =cos (9/2) ,我 们 取 了 =eoaf8f2). 这 样 c= -evsin({812) ,因此 


| 到》 =-sin($ )er | 十 于 + cos( 扫 )- 二 ， {7.3.15) 
电子 的 本 态 用 5S, 的 本 征 基 拓 表示 为 
睹 到 )= 4 本 于 到) 和 二 + 本寺 二 

一 (1+ 二 + sin )e* | 地》 (7.3.16) 
所 以 ,电子 自 旋 沿 z' 的 分 量 + /2 的 概率 为 

P[ 二) = | 村 和 | = se( 了 ) (7.3.17) 
面 分 量 为 -12 的 概率 为 

P(- 专 )= | (4) (7.3.18) 


2 
(Ds) oa 
我 们 得 到 


《S-》= 《+ 壮 TS.,，1 十 3) = 《十 3 | (i+ sin je |- 吉 》) 


第 七 章 自 旋 119 


0 
-人 -am 人)een( 人 je 
-人 am 


7.4 考虑 自 旋 为 $=1/2 的 粒子 . (a) 求 算 符 5, + S, 的 本 征 值 和 本 征 函 数 .这 里 S, 是 i 方向 
的 自 旋 算 符 (i = rz,y,z)i(b) 设 |a) 表 示 算 符 S$, + S, 属于 最 大 本 征 值 的 本 征 函 数 ,并 且 
粒子 处 于 态 | . 如果 我 们 测量 沿 z 方向 的 自 旋 ,其 值 是 多 少 ? 概率 是 多 大 ? (〈c) 粒 子 处 
于 态 | e). 求 方向 ,使 得 如 有 可 能 ,在 方向 测量 自 旋 肯 定 能 得 到 值 S, = /2. 


解 上 时 我 们 首先 写 出 矩阵 


rp er pt 


-| | 8 | -| Ss | | (7.4.1) 
0 
这 样 
0 i-1 
A- S15,- | (7,4.2) 
i+1 0 
要 求 出 该 算 符 的 本 征 值 入 这 ,我 们 必须 解 久 期 方程 der[ A - (4/2)1]=0, 即 
天 -A 1-i 4 . 
su 的) [Da-tt-Dbt+D=o (7.4.3) 


nT ET ET rn oh 


于 是 , 估 ~2=0, 它 给 出 1= +, 这 样 信 的 本 征 什 息 + #3. 算 符 序 相应 于 本 征 值 + N15 的 本 征 函 数 


“| 畏 | 
1+i 一 站 1+i 一 号 


它 是 态 z|+ 可 + 下 一 术 》 这 里 


是 


-1-i 计 fa 0 -+ 一 下 
1+i 一 | .2 0 (1+iDa-vp5=0 


于 是 a= 党 ;6. 因 为 + 二 )+6| 证) 应 当 是 妥 一 化 的 ,我 们 必须 满足 条 件 |a]*+ 1517 =1, 所 以 


上 十 j 
(| 到 +1)1B1=1 {9.4.6) 
上 式 给 出 5= 12 和 a= = 5 所 以 求 出 来 的 第 一 一 个 本 钙 术 是 |n)= | + 壮 )+ 方 1- 
二 ). 同样 她 ,对 A 的 相应 于 本 征 值 一 2 的 第 二 个 本 征 态 ,我 们 得 到 
yd2 1-i YI 1-i 
ker 售 | 上}. | | (7.4.7) 
t+i 号 j 1+i v2 
或 lo?=cl+ 村)+d| 一 必 ), 这 里 
类 1~il fe 站 人 
= 和 => (7.4.8 
1+i 人 号 0 (1+i}c +#22 =0 ) 
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了 .5 


于 是 c= - 福 d.1w%) 的 归 一 化 条 件 给 出 4 友和 c= -FT=ew ,所 有 有 


eB 1 LT 
i) + 万 | 元 》; 于 是 ,最 后 有 
(5 + S) 1 0) = -1 (SS, + 5,) co) 六 (oz) (7.4.9) 
(b) 算 符 S, + S, 的 最 大 本 征 值 是 + 在 NM2; 于 是 
1a) =1a)》= < 二)+ 工 全 (7.4.10) 
2 
L, 的 测量 能 得 到 的 值 是 二- 去 ,得 到 S, = /2 的 概率 是 
1 ?lew 1 
P[( 亏 )= ‘+ 元 1a)| = 万 = 了 (7.4.11) 
测 得 5S, = 一 /2 的 概率 为 
P(- 地 )=-P( 专 )= 省 (7.4.12) 


《c) 如 果 某 个 可 观测 量 的 测量 仅 给 出 一 个 结果 ,那么 系统 就 处 于 该 重 的 本 征 态 ,于 是 , 态 |x? 是 自 旋 算 
符 在 某 个 确定 方向 的 本 征 态 , 像 在 (a) 中 看 到 的 那样 ， 


_ em 1, 1 1 
lo =10) = 万 上 二 村 ?+ 可 | 万 ，》 《3 了 .4.13) 


| mm ,也 是 算 符 S$. + 5, 的 具有 本 征 值 上 2 的 本 征 态 , 即 
让 
瑟 
所 以 ,14) 是 算 符 S. + 号 N3 的 本 征 态 , S. + S, 2 的 测量 总 是 给 出 结果 #2. 注意 ( 5。+ S, )W5 是 空间 
单位 矢量 m = 全 + 乡 方 向 上 的 自 旋 算 符 . 这 里 分 和 今 分 别 是 = 和 y 方向 的 单位 闫 量 ， 

考虑 自 旋 为 112 的 粒子 , (a) S,、S, 和 S, 的 本 征 值 和 本 征 态 失 量 是 什么 ”(b} 考 虑 粒子 
处 于 S, 的 本 征 态 ,如 果 我 们 测量 自 施 在 z 方向 的 分 量 ,可 能 的 结果 是 什么 ? 测 得 这 些 
结果 的 概率 是 多 大 ?(c) 在 时 刻 上 = 0, 粒 子 处 于 5S, 的 本 征 态 , 它 属于 本 征 值 - 2, 粒子 


处 于 磁场 中 ,其 哈密 顿 量 是 H= 和 6， , 求 上 >0 时 的 态 . (d) 如 果 我 们 在 1 = 局 时 刻 测量 
Sz ,结果 是 什么 ? 在 t=+ 测量 5S, ,结果 是 什么 ? 解释 1, 之 依赖 关系 中 的 区 别 . (6) 计 
算 :=:, 时刻 5, 和 3. 的 期 望 值 . 

解 -8 ”考虑 用 S. 的 本 征 态 矢 量 为 基 矢 写 出 的 S. .S, 和 S. 的 第 阵 


0 1 0 -i 1 0 
-二 
S. = 六 ，5S, = 去 ，S, = 不 (7.5.1) 
2l1 0 <li 0 2lo -1 


(5 +5)10) = 方 10)> 访 (S. + $,) 1 0) = 对 14) 


首先 ,我 们 将 太 定 5, 的 本 征 态 矢 量 . 对 于 本 征 信 + /2 我 们 有 | + 去 ). = 人 ] ,对 本 征 值 - 12 ,我 们 有 
|- 并 := (1 .s 的 本 征 休 是 内 12, 这 里 das. 一 (和 /2)1) 0; 最 


“让 二 名 关外 


或 4 -1-0, 因 此 ,我 们 得 到 本 征 值 十 #/2. 相 应 于 本 征 值 + /2 的 本 征 态 矢 是 | + 部) =al|+ 于 y+ 


| 
|_0 (7.5.2) 
1 一 AI 


外 -二 .= 人 .于是 


:12]: 


0 1 Ta a 
s 111) | ] 门 : 07.5.3) 
1 Ol 5 


和 解 (7.5.3) ,我 们 得 到 5= a, 现在 ,| + 序 ;必须 是 归 一 化 的 ,于 是 我 们 令 1e 上 + 15 上 =1, 代 入 a 我们 得 
到 


2152=12a=5= 广 {7.5.4) 
这 样 算 符 S, 的 具有 本 征 值 + #f2 的 本 征 向 量 是 
1 1 人 1 1 1 
1+ 地 ?3 -大 |=#(s 1 +I- 去 ). (7.5.5) 


嚼 一 个 本 征 态 和 | 一 证 )， (具有 本 征 值 ~ /2) 要 么 从 正 交 和 归 一 化 条 件 得 到 ,要 么 用 求 第 一 个 本 征 态 
矢 同 样 的 方法 得 到 .我 们 将 仿照 前 面 的 求解 过 程 


| 一 地》 = elt 让) + | 地) 天 国 (7.5.6) 
利 
ll ne a, 
9 3 | 十 3 一 (ce | 万 “万 = D (7.5.7) 
给 出 c= ~&z, 利 用 归 一 化 条 件 , | cL? + 1dl?=1; 我 们 取 c= 一 d=1K2 并 得 到 
1 
上 |- 和) Cs 
同样 , S, 的 本 征 值 是 赵 冯 ,这 里 
2| 一 4 -=i 
det(S, 一 专 14)= (二 -0 (7.5.9) 
i - 


或 福 -1=03 于 是 S, 的 本 征 值 也 是 土 上 2 ,相应 于 本 征 值 + 六 的 本 征 森 矢 是 


上 + 广 ) = ai+ 村 》 + 了) = 
Ft» 了 2s 27:= | (7.5.10) 


这 里 


1 天 0 -ilila a 
了 - 计 -主语 二 5 
这 样 ia =5. 利 用 归 一 化 条 件 |a |? +15 上 =1, 我 们 得 到 2151? =1, 于 是 我 们 可 以 取 瑟 =1NI 和 ww = 
一 hi2, 最 后 ,我 们 得 到 


1 


1+ 雪 ) = 访 (-i1+ 雪 ) + 一 十).) (7.5.12) 


利用 | 六》 和 | + 地), 的 正 交 关系 ,我 们 有 | -地 ),=c1+ 雪 )+41 ~ 二),, 以 及 


-i . 
,11 1、- ce -这 也- 
到 i 二 三 为 ca 万 + 万 -0 {7.5.13) 


于 是 4=ir, 从 归 一 化 条 件 ,我 们 得 到 jc 上 + ldl =21c?=1, 这 样 c=1N3, 而 a= 认 避 ,因此 


1 1 1 . 
1 也 )， = 专 (1+ 雪 ). +il- 填 ).) (7.5.14) 
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(b) 我 们 在 (a) 中 已 经 求 出 ,S, 的 本 生态 是 


1 1 1 1 
1+ 雪 ).= 亡 ( 1+ 去 )。+1- 广 ).)，1- 寺 -= 广 (1+ 记 ) 一 |- 去 ),) (7.5.15) 
1 


如 果 我 们 测 最 x 方向 的 自 旋 分 量 ,粒子 的 态 要 么 处 在 | + 吉 ,给 出 5.= #42; 要 么 处 于 | - 方 ); 给 出 
S, 二 一 12. 测 出 号 = #2 的 概率 是 


=1 
= 二 (7.5.16) 


测 出 S. = -~ #/F2 的 概率 是 


= - 末 《7.5.17) 


注意 ,如 果 初 态 要 么 处 子 | + 十), ,要 么 处 于 | -上 十). ,我们 得 到 相同 的 结果 . 
(0) 在 :==0, 粒 子 处 于 初 态 


1+ 方 ) = 访 (1+ 让 ), +1- 方 ).) (7.5.18) 


我 们 想 求 态 的 时 间 演变 ,于 是 利用 巷 定 请 方程 计 3 = [到 ,因为 哈密 顿 量 是 与 时 间 无 关 的 ,我 们 写 出 
WE 乓 = 页 (r, 引 网 ( 旨 5 代 人 半 定 朝方 程 给 册 


9$, C1) 
ot 


假设 加 (#) 的 形式 为 各 (1) 二 e 2, 这 里 玉 是 常数 ,我 们 得 到 
Edi(r,s)e Si = $ (2H (rs) ES (r,s) bi) = he) Hh (r,s) {7.5.20) 
我 们 必须 要 求 印 ,(r ,8) = E#$, (r,s) , 换 句 话说 ,加 (r,s) 必 须 是 日 的 本 征 函 数 , 注 章 


ia {r,s) = $n)Hi r,s) (7.5.19) 


五 = 5 = (常数 )S， (7.5.21) 


这 样 末 的 本 征 态 和 S, 的 本 征 态 相同 ,这 里 五 的 本 征 值 是 S. 的 本 征 值 恢 以 常数 弗 /rme ,因此 
BE = SB 


| {rs 二 | 二 序 》,， = Fe {7.5,22) 
和 
[h(t)) = ew |+ (7.5.23) 
以 及 
[多 (r5) =1- 王 5， 下 =- 剑 (7.5.24) 
给 出 
| (r= ea 一直》 (7.5.25) 


因而 ,粒子 的 每 一 个 态 都 可 以 写 为 
| Plr,s,t)) 一 | r,s,t)) + Bl pr st)) 三 ae fm | 二 序 )， + fe 1 一 广 )， 


{7.5,26) 
对 于 系统 来 说 , 初 态 是 


一 1 1 1 
plr,st = 0)) = 亡 ('+ 了 十 | 一 序 ): )= a 上 十 序 )。 +p 1 去 》， (7,5.27) 


所 以 a=8=1N2, 给 出 


了 .和 有 
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1 rs)) = 下 (eer 时 本 ear 全 (7.5.28) 


{gd) 5S, 或 5, 的 测量 ,要 么 给 出 + #2, 要 么 给 出 -有 人 2. 测量 结果 35, - + /2 的 概率 是 


(和 


全 


上 (CE By fame _ em ) | 二 Cos (2 ) 


了 PC 


1 2 
tr | 
《7.5.29) 

对 5. = - hj2, 我 们 有 


了 
已 (- 喜 )- | 到 1Wrisa)| = 二 (em - or | = sin? (Po ) 
(7.5.30) 
同样 ,对 5. = +#f2 ,概率 是 
2 2 
P.{+ 专 )= | 和 1g 5)| = er -4 (7.5.31) 
对 S, = -8 
， 3 2 
P.{- 专 )= | 二 1 Wrssa)| = "| -二 (7.5.32) 


{8) 我 们 可 以 用 两 种 方法 计算 S, 的 期 望 值 : 第 一 种 方法 是 (yr,s,t1) S, 1 plr,s ,11)), 第 二 种 方法 是 
将 各 个 可 能 值 霖 以 它 的 概率 热 后 求 和 ,以 下 为 第 二 种 方法 ， 


避 0 吉利 -让 区 六 ( 芝 ) -各 


同样 ， 


(S.) =+ 去 P.(+ 专 )- 去 po(- 去 }= 去 (于 - 寺 )=0 (7.5.34) 


注 童 4S。, 不 是 随时 间 变 化 守恒 的 ,这 是 因为 [再 ,S. ] = 至 [S. ,S.] 关 0, 而 (S,) 是 守恒 的 ,因为 


[H,S.] = IS,,S.1=0 (7.5.35) 
(a) 证 明 [ S*,S,]=~0 这 里 S*=S2+S?+S:;(b) 证 明 5, 的 本 征 矢量 基 将 S? 对 角 化 . 求 
S” 的 本 征 值 . 

?这 (a) 在 问题 7.1 中 ,我 们 求 出 [e ,0,]=2io, ;[o, ,6,]=2io, 和 [oo ]=2i5, ,所 以 考虑 到 
及 = gj2 我 们 写 出 


[S.,5,] = ikS,, [5S,,S.] = ji， [S,,S,] = ikS, (7.6.1) 
所 以 
[S’,S,] = [Ss + 9 + 98,5.) = DLS:,S,) (7.6,2) 
这 里 i=x、y,z, 我 们 看 到 
[S’,S,]= SS, - $.32 1893.S ~ 9:5,5, 
=5(5,5,- SS)+(S,S, — 5.5:)S8, =5.[S,,5,1+[S:, S$,15, (7.6.3) 
于 是 [Ss ,S.]=0. 以 及 


[S: ,3S.] = S.[S,,S,]+[S,,S.]S, =- (8,9, + 5,S,) {7.6.4) 
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7.7 


和 
[Si,S.] = SlS,,S,] + [SS ]93 = -ih(S,S, + 55,) 


最 后 
LS:,S:] = SLS:,S,] = iii{(S,S, + 9,9,) — ii(S,S, + SS.) =0 


(by 欲求 出 S: 的 矩阵 表示 ,我 们 以 S$, 的 本 征 态 矢 为 基 矢 ,利用 5.、S, 和 5S, 的 矩阵 计算 
0 1 0 -i 1 0 
和 和 
二 1 S, 二 ~ ， S, 二 一 
|， | | 出 


2 
$= St + Si+S = (#) (++e) 


所 以 


利用 已 知 的 结果 有 =1, 我 们 得 到 


| 


我 们 看 到 S? 被 对 角 化 了 (以 S; 的 本 征 态 撩 为 基 ). 由 线性 代数 ,我 们 知道 如 果 一 组 矢量 基 将 一 个 算 符 
的 矩阵 对 角 化 了 ,那么 这 组 基 就 构成 该 算 符 的 本 征 矢量 , 即 | + 方 ) 和 | - 方 ) 也 是 S? 的 本 征 态 矢量 . 搞 
句 话说 ,我 们 断定 ,如 果 两 个 算 符 的 对 易 关系 是 零 ,那么 对 这 两 个 算 符 ,我 们 可 以 找到 相同 的 本 征 态 拓 


重 .要 求 出 S 对 本 征 态 | + 于 》 的 本 征 值 ,我 们 计算 


2f 人 1 Of 2 2 
5 + 二》= 于 = 下 |= 汶 |+ 省 》 
2 4 ln 1i1lo 2 


于 是 i+ 支 ) 的 本 征 值 是 38*14, | -小 ) 的 本 征 值 是 


并 
2 4 0 1jl1 1 4 2 


{7.6.10) 


(7,6.5) 


{7.6.6) 


{7.6.7) 


47.6,8) 


(7.6.9) 


(7.6.11) 


| -去 的 本 征 信也 是 3 起 14, 注 意 , 如 果 我 们 令 S= 于 为 总 自 旋 的 量子 数 ,那么 ( 像 在 角 动 量 理 论 那 样 ) 


本 征 值 3#14 可 以 写 为 二 SCS+1)， 


求 5, +iS, 和 5S, ~iS, 作用 于 S, 的 本 征 老 矢 | + 地 ) 和 | - 少 ) 的 结果 ,这 些 算 符 的 重要 


性 是 什么 ? 
… 般 ;FP .， 我 们 首先 从 5, +iS, 开始 ,并 做 计算 


， 1 1、 . 
(Ss+iS,)1+ 广 )=S1+ 广 )+iS,1 1 去 )= 吉 | 一 二 + (i 去 有 -二 =0 (7.7.1) 
和 
(S. +iS,) 1 二)= S.1- 当 )+iS, 4- 去) = 诗 1+ 吉 )+ (i 二 ji1+ 直 = 和 1+ 十 》 
(7.7.2) : 
对 于 算 符 S. -iS, 我 们 有 : 
(S. -iS,) 1+ 方 )= S. 1+ 二 ) iS, 上 村) = 坝 |- 二 )- (i 二) y= 十 ) 
(7.7.3) 


i 1,_ 1 . 1 让 1 . ， 
(S$. -iS,) | 了 = $1- 了) ~ 1- 广 )= 妆 I+ 二 ) 一 《 寺 )(-D lt 于 )=0 


(7.7.4) : 


| 


ee rr 
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结论 
S. + 村) =0，S.1+ 二 ) = 二 | 村)，S, -二 ?= 有 + 二)，S -过 = 
(7.7.5) 
这 里 S, = S, +iS, 和 5S. = S. -iS, .最 后 的 关系 表明 称 S, 为 自 旋 升 算 符 是 合理 的 ,因为 它 将 z 方向 
的 自 旋 失 -人 2 增加 到 + ff2. 同样 我 们 称 S- 为 自 施 降 算 符 ,因为 它 将 自 旋 的 x 分量 内 + ff2 降 到 
一 2,S, 和 SS- 容许 我 们 从 8. 的 一 个 本 征 态 跳 路 到 另 一 个 本 征 态 , 它 们 在 自 旋 的 计算 中 是 非常 有 用 
的 . 
利用 算 符 S, 和 3_ 计算 矩阵 5S, 和 5S, ;证 明 S: = S?: ++S:+S? 以 S, 的 本 征 态 矢 为 基 矢 
时 是 对 角 化 的 ， 
. 诈 EW 。 自 旋 升 算 符 S, 和 自 旋 降 算 符 S. 定义 为 
Si = S-+i，3_ = 9 -iS, (7.8.1) 
因此 ,我 们 可 以 写 出 
1 1 
5. = 三 (SS-)， 吕 = 而 (3 一 S-) (7.8.2) 
所 以 


= S++S+5= 5:+T(S,+ Sy 一 $5. 8.) 
= S: + (Sit 5, S.+ S. $,+ 5S) -二 (S2 S$,.5 -SS 十 时 


= 5+ 六 (5, $+ 8. S,) (7.8.3) 


变 求 出 8 的 抢 阵 表示 ,我 们 做 计算 


2 1+ Ly sz + 工 1 
Ss 1+ 元 ?= (si+ FS S_+ 5- S,)] + 十》 


ol 1、. 1 1 
= Ss 1+ 了 了 了 )+ 他 3 S-1+ 方 )+ 本 3- 5S,1+ 也 》 


= I+ 本) 《了 .有 .4》 
以 及 
2 了、 1 上、 1 
SS” 1 7 ?= (si + 二 (Ss. 岛 _ 十 SS_ S,)) -二 ) 
-ol1y,.1l _1 I 1 
= S? | 二 十 玫 S+ 3-1 37+ 了 S$- S, 一天) 
_ /iY 1 在 1 Ci 
= 人生 ) 一 入 )+ 训 -I+ 二 +0= ( 千 + 污 -二 ) = 下 (7.8.5) 
所 以 有 
1 1 
I+ 5? 1- 却 ) 
2 
+ 志 放 
[S?] = 3 好 | 虐 《 
1 3 = 地 0 1 (7.8.6) 
全? 0 证 
4 


该 忒 是 对 角 化 的 . 
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7.9 具有 自 施 1/2 的 粒子 ,用 两 种 方法 计算 iS,S,S. 的 期 望 值 , 这 里 粒子 的 波 函 数 是 


11 ,1,1 gi -SiS, 
方 (1+ 汉 + 1 一 去)):(s) 利 用 算 符 S, 和 S- ,这 里 S，= 5,+iS, 和 5. = S.-iS,i(b) 


直接 计算 . 

解 证 ， (a) 考虑 矩阵 S- 和 3- 

S, = 才 (S.+ S.)，S, = 于 (StrS-) (7.9.1) 
因此 


A=iS,5,5, = (Ss,+ S.)(S,- S-)(S,+ 5.) = 责 (S- 9, S_+ 5. 9,— S51)(S,+ 8.) 


= (Si-S,S. SrS $1-S: S.+8,. SS $+8. 5, S.- S1) (7.9.2) 


考虑 到 
Si+ 广 》 =0， S, 1 一 方 ) = 和 1+ 方 》， S_1+ 考 =|- 方 )， S-1- 放 ) = 
(7.9.3) 
所 区 
2 1 1 
3 一 本) = 0 31+ 本 ?= 0 {7.9.4) 
这 样 ,在 A 的 表达 式 中 ,所 有 含有 3 或 S* 的 项 对 期 望 信 都 没有 贡献 , 即 
《A= 二 | (G+ 吉 一 (二 1)is.s,s,(1+ 吉 ) +t- 地 ))] 
= 去 | (+ 和 1+(- 二 1)s. s,s.+8, S.S. (1+ 地 )+1- 吉 ))] 
(7.9.5) 
可 以 看 出 
S- S, S .+ 村) = 相 |- 序 )，S- 5S, 5- 1- 二 ) =0 (7.9.6) 
和 
5, S$_ 5,1+2 y=0, 5, SS.1+ 十 ) = 让 1+ 寺 ) (7.9.7) 
+ 网 F + 一 + 2 2 和 四 
代入 (7.9.5), 我 们 得 到 
3 
(= 所 | (+ 六 1+《 二 1) (+ 二 ) +1- 二 )) 
-+ 考生 中 (= 写生) =0 (7.9.8) 
(b) 在 标准 基 下 iS.S,S, 矩阵 表示 是 
a. 10 1110 -1 3 
A=isss = 全 
LO 0 OSI 
-| | | 替 | | 
1 olli ol Bl_1o (7.9.9) 


在 标准 基 下 ,粒子 的 波 了 数 是 (1+ 二 + 1 去 ))= 志 (7, 因此 
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A jf3 0 -1 i 一 1 
(A} = (1 5 | 0 j=? (7.9.10) 
7.10 考 由 对 易 关系 
[S,,S,] = ifS, (7.10.1) | 
[S,,S,] = iiS, (7.10.2) : 
[S,,S,] = iis， (7.10.3) 
1 
已 知 S,、S, 和 S. 是 亡 米 算 符 ,本 征 值 海 +/2, 求 S.、.S, 和 S, 在 一 组 基 下 的 撼 阵 表 : 
示 , 在 该 组 基 下 ,S. 是 对 角 化 的 . 
甫 同 注意 5, .S, 和 5S. 每 -个 都 有 两 个 本 征 向 量 ,并 且 它 们 都 是 厄 米 算 符 ;这 样 我 们 就 可 以 断 : 
定 它们 基 2x2 矩阵 ,于 是 : 
ar #1 az by as ba : 
= -| | a= | | -| (7.10.4) : 
[i dl C2 A Ca dy 5 
我 们 想 在 9. 为 对 角 乱 阵 的 基 下 写 出 矩阵 表示 ,于 是 我 们 有 : 
ii2 0 all 0 
9. = = 本 (7.10.5) 
0 一 天 0 -1 
将 S, 和 5S. 代入 (7.10.3) 给 出 | 
下 1 Ol ia: 六 天 1 1 0o a by . i 
了 了 -也 二 请 (7. 10.6) i 
0 —1 CL di cl Al 0 —1 C2 好 2 
Ho ) 
术 一 一 ji 下 (7.10.7) i 
CL 一 如 1 Cl 一 dt [3 好 2 
于 是 ,我 们 得 到 : 
| | - "| | 
= = 5S, {7.10.8) 
1c1 0 Ca 好 
S, 是 厄 米 矩 降 , 即 8+ = ,或 | | | | 地 =c=e ,所 
ici 0 让 0 
0 一 这 dal a 
=|., ; Sr = (7,10.9) 
ia 0 x” Hl 


He EE Ea] ew 


叶 | | 0 和 有 | | 1 a | 
二 | 一 一 ; = 7.10.11 
2 证 0 -ig” 0 | a” di a” 0 a” ' ) 


这 样 ,我 们 得 到 


0 一 这 0 a 
， Sr.=|,， 0 (7.10.12) 
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最 后 ,我们 将 S. 和 S, 代入 (7.10.1) 得 到 


0 al 0 -ia 0 -iaj[f0 a gt | 0 
{| |- = 二 《7.10.13) 
a” D0) .ia” 0 ig” Ojle” OD 0 -1 


或 
I 0 天 四 0 | i 0 
一 = 本 一 > 
0 —ilal’ 0 -ilal: 0 一 1 0 一 | 
1 0 
- 塌 | {7.10.14} 
0 -1 
这 样 , |e 上 = /4. 如果 我 们 取 & 为 正 实数 (a = &/2) ,我 们 得 到 S$. ,S, 和 S, 的 标准 矩阵 表示 
0 1 0 -i 1 0 
下 下 
5S = ， 8 = 二 ， 号 ,= 匡 {7.,10.15) 
;| | | ,| | 国 


利用 泡 利 算 阵 证 明 : (a) (oA)(o.B)=(A.B)1+io(AXxB), 这 里 so=(o,,0,,0.),1 
是 2x2 和 矩阵 ,4 = (hh ,Ah,), B=(B,,B,,B.);(b)exp (ono) =008( 912)1- in 


“osin( 6/2). 考 处 到 我 们 可 以 用 泰坦 级 数 展开 一 个 算 符 A eA = 本 (A 和)"( 参 看 第 


四 章 ). 
洲 (a) 首先 我 们 考虑 泡 利 矩 阵 


0 上 0 ~ 1 0 
da = ， gs 一 ， 0 一 (7.11,1) 
1 0 i 0 0 -1 
于 是 
0 A, 0 -iA, A, 自 
II = aA + oA, + aA, = + + 
A 0) 4 0 0 -A. 
A A,-id, 
= (7.11.2) 
As +iA,， -A 
B。 BB.-iB, 
“B= . 
同样 6 (Bra, 的 】 于 是 ,我 们 得 到 
A 4 这 B 8B.-ia, 
(oe- A}{s . B} = 
， A + iA, — 六, B,. + iB, —B, 
AB, + AB, + AB, +iA,B, - iA,B, AB, - iA.B, - AB, + iA,B. 
AB. riAB, -AB, -iAB, A.B,+AB.+iA,B, - iA.B, + AB, 
i(A.B, ~ A,B.) (AB, — AB.) + i(AB, - 
-a | A "+ | 
LAB - AB,) +i(AB., - AB,) (AB, -AB,) 


i 0 0 1 0 i 
= {4 :Bl1+(AB, -A,B.) | |， {A.B, ~ a8)| | (4B. - 4 
-i 一 上 i 0 


(7.11,3) 


> 


全 多 
4xB= A A A|= (AB, ~ AL.B,) 人 + (A.B -凡生 
B. B EH 
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+ (AB, - AB,)E (7.11.4) 
于 是 有 
(ae io- B= (A- B+(AXB),io, + (AxB),io, + (AX BR),io, 
=A4.Biio:(AxB) (7.11.5) 
(by) 我 们 将 禹 指数 展开 成 
exp(- 1S 0)= DE (7.11.6) 
注意 到 
(a f 为 偶数 | z= 为 偶数 
”为 奇 
我 们 得 到 
. > 1 /oY Ek 
exp(in 中 = >| Tn 1 (4) :|- > [ty i( 专 ) (n | 
"1 yl)* fl 
12, Zn 1(3) 2 (an 1(?) (7.11.7) 
利用 已 知 的 展开 式 
~ _ 5 (DD) 20 
oso 一 | {ny HNno P| tan + 171° 
最 后 ,我 们 得 到 
ep(- 关 mo) = os( 2) -in osin(4) (7.11.8) 
7,12 考虑 5, 的 本 征 恋 矢量 , 即 自 旋 在 ”方向 的 分 量 , 这 里 # 是 单位 矢量 
天 二 之 singcos 则 + 康 singsin 风 二 人 cosf {7.12.1) 
求 旋转 算 符 Uj ,这 里 
Us 1+ 方 ) = | 村》， Us 1 一 却 ) = 1 也》 {7.12.2) 


“ 乱 咏 1+ 言 ) 和 | - 二) 是 S. 本 征 态 标准 基 ;| + 二) 和 | - 于》 分 别 是 S. 的 属于 本 征 信 + 8/ 
和 -412 的 本 征 态 矢量. 考虑 到 


i+ 六》 = oos()i+ 六 ) + sin (有 )er -地 》 


, (7.12,3} 
-37 =— sin )e* 1+ 让) + oos( 扣 ) -二 
| 1、_10 
我 们 取 |+ 章 )- {，j 和 |- 王 )= (人 ,于 是 
{012) ‘~ sin(9/2)e™ 
上 + 冯 = 六 | 1y = | 2 | (7.12.4) 
sin( Of/2)e) Leos( B12) 
假设 Us 的 矩阵 表示 是 IF = ( 外 这样 条 件 (7.12.2) 可 以 写 为 
a elfil cos( O12) a cos( 0/2) 
= | .|= 1= {7.12,5) 
c 如 人 LO sint 8/2Ye 由 sin( 人 2es 
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sin(Of2)e- 
同样 ,对 Us|- 二)=1 一 目 》 .我 们 得 到 人 }- 人 2 ) :最 后 ,我 们 得 到 


a 6 ccs{ B12) -sin(Of2)et) Toost 0/2) 0 
Te [ | - pd cos( 9/2) |- 0 ccs(612) 
0 - sin( O12)o08s 0 + sint | 
” ne 0 | on 0 


= os( $F)1 ~ isin( 二 (cosg)a 一 isin( 4 )c- sing }o, 
日 
2 


三 ox( 扣 )1 -isin( 所 )(& 0) (7.12.6) 
这 里 公 = fsing + gcosp( 图 7.3) ,注意 到 入 = Ts 于 是 
于 y 上 
Ex n= 0 0 1 
sinbcos¢ sinfsing cost 
=— tsinfsing + sinfcoeg 
> | CxXnl= sing (7. 这 .7) 


在 问题 7.11 的 (b) 中 ,我们 曾 得 到 结果 


cs{ BS )1 -isin(S )(0. 8) = exp(- Ba. s) 
图 7-3 (7.12.9) 
于 是 ,可 以 得 到 结果 ,旋转 算 符 是 
Us = exp(- 2.s) 《7, 12.9} 


这 里 是 系统 旋转 轴 方 向 的 单位 矢量 ,有 = [和 2 ,n 是 新 的 = 轴 方 向 的 单位 矢量 ,6 是 新 老 < 四 之 
间 的 夹 角 ， 


补充 习题 


7.13 证 明 o=d 必 = 只 =1 这 里 1 是 2x2 单 位 矩阵 . 
7.14 计算 反对 易 关系 [so; ,0 ], ,这 里 我 们 定义 [A,8], = AB+ 访 A 
7,15 证 明 算 符 S: = 5S2+ 5S;+ 5S? 在 S, 和 S, 共同 本 征 态 矢 量 的 基 下 的 矩阵 是 对 第 化 的 . 


7.16 对 自 族 量 志 {e% 1+ 二)+e 凤 | 村》 ) 计 算 (S》 和 AS 的 值 
答案 《S.)= 于 oog 43. = 坷 sings(S,)= - 表 cosf,As,= 专 sfi(S.)=0,AS. = 去. 


7.17 5. 在 确定 基 下 的 昨 阵 表示 是 S. = 让 人 


0 
0 ), 求 5, 和 8S, 的 革 与 矩阵 才 示 


答案 1+ 方 ): = 方 (+ 去 ) + 去) 五) 让 (+ 和 2- 二) S = 专人 路 


7.18 考虑 转动 算 符 


Ua(g 人 = em (Ka. S)= exp( a.o) (7.18.1) 
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用 旋转 S, 本 征 态 矢 的 方法 , 求 5, 和 号 用 标准 基 表 


的 本 征 态 矢 ， 


示 


3 


+ 


也 


答案 


.+ 一 到) 


)， = 方 (rr 去 


二 


+ 让) = Ur(9 = 生 ,&= 9)I+ 
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第 八 章 -类 所 原子 
8.1 有 心 势 场 中 的 粒 闻 
质量 为 M 的 粒子 置 于 有 心 势 场 V{r) 中 ,其 哈密 顿 量 是 


= 加 + V(r) = = 一 吉 V+ V(r) (8.1) 
这 里 拉 普 拉 斯 算 符 在 球 坐 标的 表达 式 为 
1 1f8 13 1 ¥ 
v= r ar 二 (3 Ttand 936 " sn | (8.2) 
将 上 式 和 第 六 章 中 导出 的 算 符 L? 的 表达 式 做 比较 ,我 们 看 到 日 可 以 写 为 
H=- A > Sr+ yy + Vn) (8.3) 
工 的 三 个 分 量 和 XL 对 易 , 所 以 根据 {8.3) ,它们 也 和 五 对 易 : 
[H,L,]= 1TH,L,]= [H,L,.] =0 (8.4) 
现在 ,我 们 可 以 解 三 个 本 征 值 方程 
Cr， 日 员 ) = Ey(r,0,$) (8.5) 
Lig(r,0,$) = 17 + hy r,0,$) (8.6) 
Llr,8,$) = mhylr, 0,$) (8.7) 


以 确定 粒子 的 态 ,这 些 态 是 鹿 ,L* 和 工 。 的 本 征 函 数 (这 里 我 们 使 用 第 六 章 的 符号 表示 法 ) ,分 
离 变 量 (参看 问题 8. 1) ,我 们 得 到 


Pr,$) = Ru(r)Yr (0,$) (8.8) 
这 里 Y7 是 球 谐 汕 数 ,R,(7) 是 径 向 函数 ( 它 不 依赖 于 量子 数 六 ) ,因为 Y* (8,$) 是 用 定义 
[J Cr") Cr )singdedg = Oy (8.9) 


归 一 化 的 ,所 以 R,(7) 的 归 一 化 条 件 是 


| | R(r) Pdr=1 (8.10) 
根据 问题 8.1, R,(r) 满 足 各 向 方程 


2 1 之 2 
[- 2 r+ + tls + V(r) |] Rue(r) = BR。(r) (8.11) 


为 化 简 方 程 ,将 R(x) 写成 


Ra(r) = TU,(r) (8.12) 
贝 此 ,我 们 得 到 
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[A SD Vn) Us) = Br) (8.13) 

方程 (8, 13) 和 质量 为 M 的 粒子 在 有 效 势 饭 Yu) 中 运动 的 一 维 问题 相似 ,这 里 

2 
Valr) = V(r) + 4S (8.14) 
对 方位 角 部 分 我 们 有 方程 

-从 (0 及 = mYr (0,$) (8.15) 
-~ [a 所 (sn0 蕴 )+ Tp | Yr 0,8) = (+1)Y(0,$) (8.16) 


3.2 两 个 相互 作用 的 粒子 


考虑 质量 为 m; 和 ma 位置 为 r, 和 + 的 无 自 旋 粒子 构成 的 体系 .我 们 假设 势能 仅 依赖 
两 粒子 之 间 的 距离 ,为 V(r, - rz ) ,如果 我 们 采用 质心 坐标 ,研究 两 粒子 的 运动 就 变 得 简单 
了 ， 


r= tt Ra (8.17) 
m+ m2 
而 相对 坐标 
"rr (8. 18) 
我 们 可 以 导出 方程 (参看 问题 8.2) 
下 
到 十 Vr) 一 下 mgre) (8.19) 
和 
中 V(r) |x(r) = Ex(r) (8.20) 
| - Zn 十 r Xr = yp r | 
这 里 j 是 两 个 粒子 的 折合 质量 
A (8.21) 


从 方程 (8.19) ,我 们 得 到 结论 :粒子 质心 的 行为 好 像 质量 为 m, + wm, ,能 量 为 E, 的 自由 粒子 . 
两 个 粒子 的 相对 运动 由 方程 (8.20) 确 定 , 和 质量 为 k 的 粒子 置 子 势 场 V(r) 中 的 运动 相似 . 


8.3 氧 原 子 
氨 原 子 由 质子 和 电子 组 成 ,质子 质量 m, = 1.67x10-27kg、 带 电荷 e=1.6x 10-2C, 而 电 
子 质量 产 .=0.91XI0-2kg、 带 电荷 ~e ;这 两 粒子 之 间 的 相互 作用 本 质 上 是 静电 作用 ,势能 是 


V(r) = (8.22) 


r 


这 里 r 是 两 粒子 之 间 的 距离 .因为 m, 比 m。 大 那么 多 ,以 致 于 系统 的 折合 质量 非常 接近 于 


me: 


| (8.23) 
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这 意味 着 系统 的 质心 实际 上 处 于 质子 的 位 置 ,相对 运动 在 很 好 的 近似 程度 上 等 同 子 电子 的 运 
动 . 
根据 方程 (8,8) 和 (8. 12) ,我 们 可 以 将 体系 的 态 写 成 如 下 的 形式 
un (1s0,8) = LUs(r)Yr (0,8) (8.24) 


我 们 引信 玻 尔 半径 a6 , 它 刻 划 原子 的 线 度 ， 


al = 7 之 0,52A {8.25) 
A 
以 及 氧 康子 的 电离 能 
4 > 
Ei = 各 z 人 13.6eV (8.26) 


为 求解 氢 诛 子 的 径 向 方程 ,我 们 定义 P= riao 和 入 =v -EwjEl ,于 是 径 向 方程 (8.13) 变 为 


d+) 2 2 _ 
[大 + 六 Utp) -0 (8.27) 


这 里 ,我们 使 用 哑 标 & 而 不 是 n(n = 上 + 门 . 径 向 方程 的 求解 怪 助 如 下 的 函数 变换 (参看 问题 
8.1); 


Ul(p) = e més (p) {8.28) 
并 将 总 展 感 6 的 每 指数 
eu(po) = DH, (8.29) 
系数 C, 可 从 递 推 关系 得 到 (参看 问题 8. 1) 
_ of_ 2 (ED! (+D 
C= D's) (EF-a-11lanara+I (8.30) 
RR (0) 的 解 可 以 写成 形式 


3 -一 
Rua(p) =-,| (去 | ee Lp) (8.31) 


这 里 3 (p) 是 连带 勒 让 德 多 项 式 (详细 情况 ,参看 数学 附录 ) , 径 向 函数 的 -- 些 例子 是 


R10(r) = 2(40) Ye "to (8.32) 
Rainlr) = 2(200) (1 - 于 je (8.33) 
Ricasai(r) = (200)™ 方 Le (8.34) 
8.4 复原 子 的 能 级 
对 于 固定 的 7 ,存在 无 限 多 的 可 能 能 量 值 
Eu -7 + ,k= 1,2,3,.: (8.35) 


它们 的 每 一 个 至 少 是 (21 + 1) 一 重 简 并 . 这 种 根本 性 的 简 并 起 因 于 径 向 方程 和 量子 数 n 
无 关 . 有些 能 量 值 表 现 偶然 简 并 ,这 里 Eu 的 确 不 是 分 别 地 依赖 于 和 1!, 但 依赖 于 它们 之 和 | 我 
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们 令 w= 上 + 7 于 是 
4 


1 1 
E, = 天 已 一 = 一 了 6eV 


通常 说 用 xn 刻画 的 壳 层 包括 ”个 分 壳 层 ,每 一 个 相应 于 ! 的 一 个 值 
1 = 0,1,2， 一 
每 一 个 分 层 容纳 2 + 1 个 不 同 的 态 ,相应 于 za 的 可 能 值 
m 一 一 一 
能 级 EE, 的 总 简 并 度 是 


mn—1 
Bn 二 > 021 +1) = A +n 了 
t=0 


如 果 记 及 电子 的 自 旋 ( 它 可 能 处 于 两 个 可 能 取向 的 一 个 }, 那 么 数 g, 应 当 乘 以 2. 


(8.36) 


(8.37) 


(8.38) 


《8.39) 


考虑 到 历史 的 原因 (在 研究 原 于 光谱 的 年 代 , 将 观测 到 的 谱 线 用 经 验 的 方法 分 类 ) ,将 ! 所 


取 的 不 同 值 和 拉丁 字母 联系 如 于 : 
(1 = 0)+rs 
(i = op 
({ = 2)0d 
(I = 3) of 
(i = dg 


按 字 母 表 顺序 
8.5 平均 值 表达 式 


在 下 表 中 ,我 们 收入 了 几 个 的 平均 值 表 达 式 ,它们 在 许多 问题 中 是 有 用 的 . 


(0)=| [RG(r) dr 
(r) = [3n -i +1)] 


2 2 
C7) = EE [sn + 1 3 +1)] 


2 
= 十 
和 
(3) = zr 
8.6 类 复原 子 


(8.40) 


(8.41) 


(8.42) 


(8.43) 


{8.44) 


{8.45) 


上 面 得 到 的 结果 ,起 源 于 具有 相互 作用 能 的 两 粒子 体系 的 计算 ,这 种 相互 作用 能 和 两 粒子 


的 距离 成 反比 .有 许多 物理 体系 满足 这 些 条 件 : 气 、 氢 仅 含有 一 个 电子 的 离子 .介子 原子 .电子 


pr Cr 
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侦 素 等 .上 述 结果 能 适用 于 这 些 系 统 ,只 要 在 计算 中 适当 选择 引 人 的 常数 .例如 ,如 果 核 的 电荷 
数 是 Zz, 那么 在 所 有 计算 中 e? 换 为 Ze”. 


例 题解 管 


8.1 《3) 写 出 有 心 热 场 中 粒子 的 本 征 值 方程 ,并 将 波 函 数 分 离 变量 , 求 出 径 向 方程 和 两 个 方位 
角 方 程 ;(p) 对 氧 原 子 的 势 场 V(r) = -~ ez/ 求解 径 向 方程 . 
. 解 和， (a) 考虑 体系 的 哈密 顿 量 


FE er ee Tr tp 


HH-- 太 二 旋 (7) + + Ver) (8.1.1) 
我 们 有 下 面 的 本 征 值 方程 

[二 Vn | yr,0,t) = (ri8 (8.1.2) | 
三 个 可 观测 量 太 .L* 和 。 互 易 . 于 是 可 以 求 波 函 数 7,0.$), 它 也 是 L? 和 工 的 本 征 函 数 我 们 有 ; 
下 面 的 微分 方程 组 : : 
Hp(7,0,8) = Ep( 9,8) (8.1.3) : 
Lglr,0,$) = 7 + 1) Rp(r ,0,$) (8.1.4) i 
和 L 

Lplr, G8) = migtr,0,$) (8.1.5) 
注意 ,对 g(r,6,$8), 我 们 有 三 个 微分 方程 , 它 是 三 个 变量 的 函数 ,因为 ; 
C=- (+ {8.1.6) | 


和 二 = -和 六 (参看 第 六 章 ] ,(8.1.4) 和 (8.1.5) 可 以 用 下 面 的 方程 代 竺 


2 
D0) (8.1.7) 


EAB = mg(r,0,$) (8.1.8) 


这 些 方程 在 ! 和 mx 固定 时 的 解 yw(r ,9,$) 一 定 是 的 函数 和 球 谐 函 数 妆 (42, 及 的 乘积 
bird,$) = ROr)Y? (0,$) (8.1.9) 
将 (8.1.9) 代 入 (8.1.2)、(8.1.7) 和 (8.1.8) ,我 们 得 到 


2 2 
| -将 二 呈 (， + + VOr) |R(r) = ERGY) (8.1.10) 
3 好 ， 
[+ DY (9g) (8.1.:11) 
和 
-i (0,8) = mYr (0,$) {8.1.12) 


方程 (8.1.10) 是 径 向 方程 ;8.1.1]1) 和 (8.1. 1) 是 角 方 程 .从 (8.1.12) 我 们 可 以 断定 Ye (8, 对 $$ 的 
依赖 关系 形 为 so. 这样 Yr (8,5$) = GP (9)e” ,这 里 Gr (9) 仅 是 98 的 函数 . 
《by 我 们 将 径 向 方程 写成 


# 中 L(+ 1)8: 
[ ta 


-五 二 是 + Ven) [Ru(r) = EsRu(r) (8.1.13) 
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的 形式 , 引 人 和 人 函数 Lu fr)= rRufr), 得 到 
[+ V(r) Juv (7) = Eu 人 (8.1.14) 
我 们 定义 有 效 势能 
Va = V(r)+ A (8.1.15) 


我 们 可 以 将 (8,1, 14) 看 作 是 一 维 问题 , 即 质量 为 的 粒子 在 有 效 热 场 Va 中 运动 ,惟一 不 向 之 处 是 设 > 
为 非 负 值 , 欲 将 (8.1.14) 下 示 成 无 量 纲 形式 ,我 们 定义 


El = fo om- 专 ， a -ye o= 址 (8.1.16) 
方程 (8.1.14) 变 成 
[站 -th 0 (8.1.17) 
我 们 定义 wy (p)=e 中 &&(p) ,得 到 方程 
[2 ) tp) -0 (8.1.18) 


具有 边界 条 件 总 (0)=0. 将 总 (P) 展 开 成 的 宕 级 数 给 出 而 (p)= pp 7 Cf ;这 里 Co 是 第 一 个 非 零 
系数 ,于 是 


人 各 - = Pleat dc (8.1.19) 
和 
Sp Sg gts -DCor (8.1.20) 
de a=0 


将 (8.1.19) 和 《8.1.20) 代 入 (8.1.18) ,我 们 在 方程 左边 得 到 署 级 数 ,在 右边 为 零 ;这 样 p 的 各 次 每 的 系 
数 为 零 .我 们 设 方程 (8.1.13) 的 解 在 原点 的 行为 同 x 
Ru(r) ~ Cr (8.1.21) 
将 (8.1,21) 代 人 到 (8.1.13) 得 到 
t+1)-s(s+1)=0 {8.1.22) 
如 果 = 或 ;= ~ (7+1), 上 式 成 立 .因此 ,对 给 定 EE, 秆 ,方程 (8.1.13) 有 两 个 线性 无 关 的 解 . 解 在 原 
点 的 行为 分 别 为 7 和 1fr*' ,后 一 个 解 必 须 舍弃 ,因为 它 表明 , 当 +=0,1n*1Ym (8,$) 不 是 本 征 值 方 
程 (8.1.2) 的 解 .这 就 导致 (8.1.13) 的 解 对 所 有 上 在 原点 都 趋向 零 , 因为 ww (7) 一 Cr 所 以 条 件 
wu 0) 一 应当 加 到 方程 (8.1.13) 上 ,在 我 们 得 到 的 震级 数 中 ,我 们 到 出 最 低 项 并 令 其 系数 为 零 , 就 得 
到 
{- t+)+ts(s -1}C, =0 (8.1.23) 


因为 Co 天 0, 我 们 有 := -! 吉 ;=1+1; 下 一 步 ,我 们 置 一 般 项 fp" "的 系数 为 零 ( 对 ;= 4+ 1) 并 得 到 
下 面 的 递 推 关 系 ， 


rg+2 + DO, = 2 (9+ Dh - 10, {8,1,24) 


于 是 ,假设 Co 为 已 知 ,我 们 就 可 以 计算 Ci ,C: ;因为 当 dc 时 ,CojC :一 0, 所 以 对 所 有 的 "级 
数 都 是 收 伍 的 ,可 以 证 明 


一 © ( 一 D1! {21 + 1 
GG = (# + 让 证 二 1 ic {8.1.25) 
这 里 Co 可 以 通过 归 一 化 条 件 


|， xz | Ru(r) lidr = | | uur) lidr {8,1.26) 
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来 确定 . 
一 个 氧 原子 可 以 看 作 是 两 个 点 电荷 粒子 一 一 质子 和 电子 构成 的 体系 ,它们 之 间 具 有 库仑 
相互 作用 势 , 写 出 这 样 一 个 体系 的 苹 定 调 方 程 ,并 将 方程 分 成 两 部 分 ;一 部 分 描述 质心 的 
运动 ,而 另 一 部 分 描述 质子 和 电子 的 相对 运动 . 
解 8 入、 质子 和 电子 的 薛 定 请 方程 是 

(二 [ 双 + 站 VO)y= Ey (8.2,1) 

这 里 的 m。 和 m。 分 别 表示 质 于 和 电子 的 质量 ,指标 1 和 2 分 别 表示 质子 和 电子 ,粒子 间 的 势 是 
1 Ze 


Vr) = Viri ~ r2) =- Ze = 8.2.2 
Vr rT +t (yy -yp +(x ca) 六 ) 


定义 相对 坐标 


A {8.2.3) 


质心 的 坐标 rm = “2 二 汪 瑟 . 对 于 微分 算 符 ,我 们 有 


SC 六 -5 
3 (8.2.4) 
和 
于 ( wh ) a 2m 名 ¥ 
_ 2m, 
axl \m, time) dh me Tm Tor | Ir {8.2.5) 


_ 1 Ea a En 1/fF ,FR Ze” 
$a Ey (8.2.6) 


这 里 /是 折合 质量 ,z= 元 上 5 我们 将 波 函数 y 分 成 两 部 分 .第 一 部 分 仅 依 损 于 质心 坐标 ,而 第 二 
部 分 仅 依 巍 于 相对 坐标 ,y= $(x )x(7,) 代 人 8.26, 我 们 得 到 


-ea 


因为 要 使 (8.2. 力 对 7 和 + 的 所 有 值 都 成 立 ,方程 的 每 一 边 必须 等 于 常数 ,所 以 我 们 得 到 了 两 个 分 离 的 
方程 


和 
2 2 
(和 Vit + )x(y) =0 (8.2.9) 


EE 是 质心 系 的 平 动 动能 , E， 是 相对 动能 ,显然 我 们 有 EE = Em + 上 上 ,要 求 得 氮 原 子 中 电子 的 被 函数 ， 
必须 解 方程 (8.2.9)( 参 看 问题 8.1). 

在 类 和 氨 原 子 中 ,电子 的 波 函 数 是 y({r) = Ce-" :这 里 a = ao/Z;ao=0.5A 是 玻 尔 半径 
(核电 荷 是 甩 ,原子 仅 含 一 个 电子 》， (a) 计 算 归 一 化 常数 ;(b) 如 果 核 数 是 A=173 和 乙 = 
加 ,电子 在 核 内 的 概率 是 多 大 ? 设 核 的 半径 是 1.2x A"fm;(c) 电 子 在 区 域 +,y,x>0 
的 概率 是 多大 ? 


条 凡 、 (a) 归 一 化 条 件 是 iE 4 中 r = 1. 代 人 波 函 数 上 我 们 有 
0 


Br oo 
2 2 Da - —2rle 
C | re dr) dg| singdg = tc re aiedr = 1 (8.3,1) 
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二， 


8.4 


$8.5 


(8.3,1) 中 的 积分 是 
| Peer 一 (4) re) =- (4§)2! = 守 {8,3.2) 


， 本 14 2 1 


(b) 用 R 表示 核 的 半径 ,在 核 内 找到 电子 的 概率 是 


P= fr | g(r) [rar| “ag singde = 4rC?| re mgr (8.3.3) 
0 0 0 0 


= 于 
二 


因为 尺 远 远 小 于 alR~1fm=10“ 碎 而 a ~ 态 ) ,在 核 内 我 们 可 以 将 1y!* 当成 常数 , 即 se" 一 ee ~ 
1 于 是 ,我 们 有 


a 3 \&o 
(e) 波 函 数 与 86 和 加 两 者 均 无 关 ( 它 是 对 称 钞 数 ), 于 是 在 1/8 空间 ( 即 在 区 间 x,y,x 淘 0 内 ) 找 到 粒子 
的 概率 就 是 1/8. 
计算 电子 处 于 态 1s,2s 和 2p 时 , 氢 原 子 的 归 一 化 动量 分 布 . 
解 版 归 一 化 动量 分 布 是 |y(p)|? ,这 里 区) 是 动量 表象 中 的 波 函 数 . 为 求 出 y(p) ,我 们 作 波 
函数 4 的 铺 里 叶 变换 


民 3 3 
P= 委 | jd = 4 (£) -了 ( 衬 ) A=11x10° (r=1.2m) (8.3.4) 
a [i 3 


%(p) = rer pig( rd (8.4.1) 


我 们 将 g(r) 、yr, (7) 和 gos (7) 的 具体 表达 式 代 人 (8.4.1) ,得 到 


_1i2aYy 1 
dp) 二 各) [Cprah: + 37 
MW. {8.4.2) 
2 <2 
(pb) = | re 二 了 下 
和 
_ 2 1 pg _.l 
go (p) 去 { 乱 ) [CpraTfh + | 三 4 
1 1 ,4 (8.4.3) 
2 a i 一 一 
(pb) | = yr (A ) [piaifE F(A 4 ) 
对 于 态 2p, 有 三 个 不 同 的 本 征 旺 数 :m = -1;0,1, 于 是 
, _ 1 1a Ep p, 
gsp) = i (EE) a 
nm = 0: | ， y (8.4.4) 
2 有 ” aps 
Pap CP) 1 = ) # [Cp a lh: + 14)F 
和 
a atp, + 访 ，) 
和 (六 = 全 (全 RT 
得 二 土 1: 1 3 2 二 《8.4.S) 
2 如 pp. 工 六， 
| pop (Pp) | =- (§ ) [Cp adh + 4 
考虑 类 氧 原子 的 波 函 数 
g(r,0) = HN 2%(6 - Zr)Zre zcosb (8.5.1) 


其 中 -是 以 co 为 单位 表示 的 . (a) 求 量 于 数 xa、? 和 zm 的 相应 值 ;(b) 由 yz ,的 出 发 构造 
刀 一 个 具有 相同 x 和 /7 值 ,但 具有 不 同 的 磁 量 子 数 m+ 1 的 波 函 数 ;(c] 当 -~ -个 电子 处 于 
态 y 且 2Z=1 时 ,计算 7 的 最 概 然 什 . 
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8.6 


解 #， (a) 考虑 波 画 数 g(r ,90) 中 的 署 指数 因子 ,其 形式 为 exp( -Y Er) .因为 E= 一 2 jn? ,我 们 
断定 ==3. 角 量子 数 ! 可 用 两 种 方法 确定 ;一 是 考察 于 以 类 复原 子 波 通 数 中 的 勒 让 德 多 项 式 的 因子 
7 ,二 是 进行 如 下 的 运算 : 


Lgr,0)= 下 Fn)eosg = f(r)[- Hy (sind eos0 ) | 
= f(r) [dy Bsing)y: | = 27(r)esg = 4+ DC7,0) (8.5.2) 
子 是 ,i = 1, 签 求 磁 量 子 数 ,我 们 利用 算 符 工 。 


Lp.0) = iA(r)oos0] = 0 = mg(r,0) (8.5.3) 


这 样 ,就 有 m=0. 
tb) 为 生成 一 个 新 的 具有 裤 量 子 数 mm + ! 的 类 氢 原 子 波 两 数 ,我 们 使 用 计算 符 工 ,( 参 看 第 六 章 ) ,因为 
i=1 和 m=, 我 们 有 


Ly gn = vw- mt mt lg = Yn (8.5.4) 
我 们 使 用 工 , 的 微分 表示 
工 , = ,+iL, = i(sing ~ ivos#) 六 + itooeg + ising)cotb 部 (8.5.5) 
并 得 到 
Li 0 = et 3 (7)o0sl =—etf(r)sing (8.5.6) 


联 立 (8.5.4) 和 (8.5.6) ,我 们 得 到 


gmt! 三 一 启 Knsinge 二 一 ri (6 - Zr)Zre Hoembes (8, 5.7) 
不 


《ce) 当 (mg) 取 最 大 值 时 ,得 到 > 的 最 概 然 值 ,对 于 Z=1, 我 们 有 


atry a -rr 
5 =0= 开 伯 -r)re =e 人 (与 -5 +l2rj 人 了) 


我 们 得 到 二 次 方程 一 15r + 36=0; 它 的 根 是 r= 二 和 r=3. 计算 1xy| 的 值 ,我 们 发 现 当 ;+=12 时 ， 
其 值 最 大 ,所 以 + 的 最 概 热 值 是 124. 

考虑 有 心 场 中 的 粒子 并 假设 系统 有 离散 谱 . 每 一 个 轨道 量子 数 ? 具有 最 小 能 量 值 . 证明 
该 最 小 值 随 i 的 增加 而 增加 . 


选 4 首先 ,我 们 写 出 体系 的 哈密 顿 量 


| 习 Re EC 
闻 + Vr) (8.6.1) 


2 
利用 所 =~3 上 六 (让 生 )+ V(r), 我 们 有 


H= H+ 志 寺 4 (8.6.2) 
在 态 ! ,能 量 的 最 小 值 是 
-| [m+ + 起 人 入 pe (8.6.3) 
在 态 + 1, 能 量 的 最 小 值 由 下 式 给 出 ， 
z= jo lm + (8.6.4) 


方程 (8.6.4) 可 以 写成 下 面 形式 : 
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Es = [gS CSD padrt gi H+3 gr 8.6.5) 


了 


因为 | 加 .| 和 二 全 为 正 ， 方程 (8.6.5) 的 第 一 项 总 为 正 . 现在 考虑 (8.6.5) 的 第 二 项 . 点 是 哈密 顿 量 


H= Ht 直人! 信人 了 的 本 征 函 数 并 对 应 于 哈密 顿 量 的 最 小 本 征 值 .这 样 


[i+ ED mer < jy H+ + 直人 td pdr (8.6.6) 


这 就 证 明了 Ew < Eri . 
写 出 两 维 氢 原子 的 薛 定 谓 方 程 . 设 势 为 ~ e jr, 这 里 >=Y x + .使 用 分 离 变 量 , 求 径 
向 方程 和 角 向 方程 , 解 角 向 方程 , 角 述 刻画 束缚 态 的 量子 数 和 体系 的 简 并 度 ， 

解 s 杰 考虑 两 维 莅 定 词 方 程 


- 夯 | 寺 区 (r 性 + 十 强 ]- T= Ey (8.7.1) 
做 分 离 变量 %= RR(r)B($) ,我 们 得 到 角 向 方程 
到 人 - - mB($) (8.7.2) 


常数 mx 必须 是 整数 ,于 是 (8.7.2) 的 解 是 


灾区) 兰 7 {8,7.3) 
考虑 径 向 方程 
2 
- 坟 ( 名 + 二 可 )+ 厅 R( 7") - ER(r) = ER(7) (8.7.4) 


每 个 态 Ratr) 用 主 量子 数 n 和 角 量 子 数 六 的 绝对 值 刻 画 , 系统 的 能 量 是 E11 .六 天 0 的 各 态 是 两 
重 简 并 ,m =0 的 态 不 是 简 并 的 . 
上 了 于, 队 质量 外 ,其 基本 性 质 和 电子 相同 . 


m, = 2077m, (8.8.1) 
一 个 产子 和 一 个 电子 形成 的 物理 体系 称 为 上 子 索 ,# 子 索 的 行为 像 轻 的 氧 同位 素 , 静 电 
吸引 如 同 质子 和 电子 .确定 电离 能 和 玻 尔 半 各 . 
. 拥 系统 的 折合 质量 是 


和 (8.8.2) 
琉 尔 半径 是 
~ 让 1 
atr 子 素 ) ~ zz 会 opt1+ 高 和 (8.8.3) 


这 里 ao(HD) 是 氧 原子 的 玻 尔 半径 .电离 能 是 
PEi(n 子 半 ) = sz 盖 ED(1- 动 ) (8.8.4) 


这 里 五 ! (1D =13.6eV 是 氮 原 子 的 电离 能 ,1 子 的 研究 是 非常 有 趣 的 ,两 个 粒子 构成 的 体系 不 属于 很 强 
的 核 相互 作用 ,后 者 无 法 用 很 高 的 精确 上 度 计 算 能 级 . 


证 明 球 谐 函 数 有 如 下 的 关系 ， 


m=+i 


2 Yi (0,$)Ym(0,$) = const. (8.9.1) 


m= 


使 用 勒 让 德 多 项 式 展 开 ( 参 看 数学 附录 )， 
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典 二 a 
一 | 更 |) {pm 国 jm ~} 
Pi (cosy) = 4 Tm Pr (cosb Pi™ (eos )e™ ne (8.9.2) 


=—2 


这 里 y 是 两 个 方向 ,加 和 抽 ,各 之 间 的 夹 角 ， 
证 8 ”将 球 谐 杖 数 写 成 形式 


— Dm FR FD -| rm Dl 1 
Ym 和, 芒 )】 二 CH 和 (cosd )e™ (8.9.3) 


.于 是 
te， $Y (0,8) = 2 re cos0) | (8.9.4) 
在 (8.9.2) 中 ,我 们 令 A = 一 0, 一 日 和 页 一 下 一 $ 并 得 到 
Plos7) = 3 (FE Ph (oot) |? = Pteao) = 1 (8.9.5) 
将 (8.9.5) 代 人 (8.9.4) ,我 们 得 到 
Sy; (OB) Yi (0,0) = (8.9.6) 
m= -i 
因为 (27+ 1)f4r 是 常数 ,证 明 完 毕 ， 
8.10 ” 宇 称 算 符 定义 成 蔡 换 r-> -+ (参看 第 四 章 ). 宇 称 算 符 怎样 影响 氧 原子 中 电子 的 波 函 
数 ? 
解 在 龟 原 子 中 ,我 们 可 以 用 球 坐 标 (r ,9,$) 表 示 波 丁 数 .我 们 来 确定 字 称 算 符 怎 样 影响 这 
些 坐标 (参看 图 8-1). 


我 们 看 到 ,在 宇 称 算 符 r~* -rr 下 ;0-rx- 8 和 $x+. 因为 忽 原 子 本 征 函 数 的 径 向 部 分 仅 核 粮 
r ,我 们 断定 宇 称 算 符 仅 影 响 球 谐 函数 部 分 .对 球 谐 沙 数 ,我 们 有 
9) = a (sin9)' er ,于 是 


Yr dnt $= (- 1 Y (0,$) (8.10.1) 
所 以 ,在 宇 称 算 符 下 ， 
VO) 1)Y (0,8) (8.10.2) 


更 何况 ,因为 3 一- 芳和 训 一 部 ,因此 算 符 ,不 受 宇 称 算 符 的 影 


响 .因为 ,我们 曾 用 算 符 工 - 作用 于 至 ,得 到 加 (8,g) 的 具体 表达 
图 8-1 式 ,所 以 ,我 们 可 以 断言 无 须 进一步 计算 , 即 有 


Yr Ort+$) = {- 1) Yn{0,$) {8.10.3) 
换 名 话说 ,在 字 称 运算 下 
YO,$) = (1) Yr (0,$) (8. 10.4) 


补充 习题 


8.11 所 原子 处 于 态 x=2,1=0 和 m=0. 求 电 于 半径 * 值 小 于 玻 尔 半径 的 概率 . 
答案 0.176. 
$.12 在 类 氧 原子 中 ,电子 处 于 态 r 和 5= n 一 1, 求 + 的 最 概 然 值 . 
答案 r=ni1Z 以 a 为 单位 . 
8.13 证 明 : 在 气 原子 中 第 » 壳 层 的 简 并 度 等 于 2a7. 计 及 电子 的 自 施 但 不 考虑 质子 的 自 旋 . 
8.14 所 原子 2p 态 的 六 个 波 函 数 是 


-rl 
rn 2a0 


一 1 
7 一 十 工 ， 到 一 土方 ， p=A 


singe' 


np Er 


人 ,18 
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1 re My 
nm = 0, mm = 土 志 ， gn B a 
m= ar= i 由 (Ce singe re (8.14.1) 
这 里 uo 是 玻 尔 半径 ,A 、B 和 C 是 归 一 化 常数 . (a) 计算 A.B 和 Ci(b) 证 明 | 人 加 |? 的 和 仅 是 > 的 函数 ; 
(Cc) 当 zy = 人 0 求 Cry， 
答案 (aj4-=- -一 L _ ，B-= 1 ,C= (0 (7) =500. 


By xat 4 2rai BV nal Nat 
考虑 和 氢 原 子 处 于 量子 数 为 x 和! 的 态 ,计算 电子 离开 核 的 距离 的 均 方 差 . 注意 , 均 方 差 定义 为 
WA 一 


答案 -et Hi 


在 氢 诛 于 中 , 波 函 数 (7) 措 述 质子 和 电子 的 相对 运动. 如 果 该 系统 的 质心 坐标 是 z=0,y=0 和 x*=0. 

质子 的 概率 密度 是 (于 + MM) | 4 [于 二 Mr ) | 
请 

对 于 两 维 类 握 原 子 , 巷 定 请 方程 是 ( ~ vz_221r)4 = Ey( 用 原子 单位 ). 用 柱 学 标 求 R(7) 和 名 (#) 的 方 

程 


答案 中- -mg(g)and 工 是 (至 )+ (之 -各 +EjR()=0. 


- 一 wo ra 
考虑 粒子 处 于 球形 阱 Y(r) = | 。 中, 设 角 动量 为 零 , 求 粒子 的 能 量 庶 . 


» 


答案 ”能 量 谱 由 ha = nn- arcsin( A EE= 生 人 给 出 ， 这 些 方程 可 以 用 图 像 法 或 数值 法 求解 
(参看 第 十 一 章 )， 


第 九 章 和 电 被 场 中 的 粒 了 于 运动 


9.1 电磁 场 及 其 有 关 的 势 

考虑 一 个 电磁 场 , 它 由 电场 EE(r，z) 和 磁场 B(r, :) 的 值 描述 ， 电 场 芯 (r，!) 和 磁场 
B(r, 1) 不 是 相互 独立 的 ,它们 必须 满足 考 克 斯 书 方程 . 这 就 可 以 引 人 一 个 标量 势 g(r，:) 和 
矢量 势 4(r，1) ,使 得 


194 
E=-Vp- 一 坑 (9.1) 
和 
B=VvxA (9.2) 


应 用 麦克 斯 书 方程 ,可 以 证 明 ,我 们 总 可 以 求 昌 pg 和 4 . 但 是 , 当 玉 和 B 给 定时 ,不 能 惟一 地 
确定 p 和 4， 当 我 们 选 定 一 组 特定 的 势 ,我 们 就 说 我 们 选择 了 一 个 规范 ,从 一 组 势 (p,4), 我 
们 可 以 通过 规范 变换 得 到 另 一 组 势 (P ,A') 


9 (93 
和 
4 = A+Vf(r, 1) (9.4) 


这 里 f(r, tt) 是 r 和 + 的 任意 函数 (参看 问 题 9.2) ,这 组 方程 描述 涉及 到 势 $$ 和 A 的 物理 体 
系 ,但 是 我 们 很 快 会 看 到 :在 量子 力学 里 ,就 像 在 经 典 物理 中 一 样 ,理论 的 预言 并 不 依赖 于 规范 
的 选择 ，( 即 ,描述 电磁 场 的 特定 的 p 和 4 ) ,这 一 重要 性 质 称 为 规范 不 变性 (参看 问题 9.5). 

我 们 来 考虑 两 个 规范 的 例子 ,它们 描述 x 方向 的 重 定 磁场 ,B = Bo. 首先 ,我 们 有 对 称 
规范 


全 及 将 
4 =- 了 rxB=- 卫 rT 了 = (9.5) 
0 0 B,| 
或 4= 耶 (一 y, zx，0). 另 一 个 规范 是 朗 道 规范 
= {- Boy, 0,0) (9.6) 


9.2 电磁 断 中 粒子 的 哈密 顿 量 


考虑 质量 为 m 电荷 为 9 的 粒子 ,在 有 电场 EF 和 磁场 吾 存 在 的 情况 下 ,粒子 运动 的 经 典 方 
程 是 


dr 
mr = B+ divxB (9.7) 


导致 这 一 运动 方程 的 哈密 顿 量 是 


。 第 九 间 、 电 磁场 中 的 粒子 运动 
= 起 (p-4 )- (p - 24)+ap (9.8) 


这 里 9 和 A 是 根据 (9.1) 和 {9.2) 规 定 的 入 与 B 相关 的 势 . 

在 这 -- 章 ,我 们 使 用 半 经 典 的 理论 处 理 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 ,在 这 种 理论 中 , 场 和 经 典 
场 类 同 ,而 体系 按照 量子 力学 的 假设 来 处 理 , 这 样 ,粒子 用 波 函 数 描述 ,哈密 顿 量 写成 (9.8) 的 
形式 ,但 现在 P,A 和 代表 相应 的 算 符 (参看 问题 9.3). 

当 我 们 按照 (9.3) 和 (9.4) 做 规范 变换 时 ,描述 粒子 的 波 函 数 相应 的 变换 (参看 问题 9.4) 
为 


V(r, 4) = exp| f(r, 1) yr, 2) (9.9) 


9.3 概率 密度 和 概率 流 


给 定 波 函 数 y(r, 1) ,概率 密度 是 
p=1 pro, 1) 1 (9.10) 


这 里 o 表示 在 时 间 * 在 点 ro 找到 粒子 的 概率 ,对 于 质量 为 m 电荷 为 go( 没 有 磁 箱 ) 的 粒子 , 概 
率 流 密度 是 


s= [Ty vy- gr") ay'y| (9.11) 


如 果 , 我 们 还 考 赚 粒子 具有 自 旋 s 和 磁 矩 ,我 们 有 


si Vo) -Ag' y]+ 人 vx (ysy) (9.12) 
连续 性 方程 
+v.s=0 (9.13) 


给 出 了 概率 密度 和 概率 流 的 关系 (参看 问题 9.3). 概率 密度 p 和 概率 流 $ 的 确 也 不 依赖 于 规 
范 的 选择 ,它们 也 被 称 为 是 规范 不 变 的 ,参看 问题 9.5. 相应 于 电荷 为 9 的 粒子 的 “实际 ” 流 定 
义 为 


I= gs (9.14) 
9.4 磁 矩 
磁 人 矩 为 kw 的 粒子 ,处 于 磁场 B 中 ,相互 作用 哈密 顿 量 为 
Hn =-p°*B (9.15) 


这 一 项 应 当 加 到 哈密 顿 量 (9,8) 上 , 自 旋 为 * 的 电子 具有 磁 矩 


p=- FES (9.16) 
这 里 g, 旋 磁 关系 常数 非常 接近 于 2 
g= 2{1 + 站 + = 2.002319 (9.17) 


9.5 单位 制 
在 讨论 电磁 现象 时 ,习惯 上 采用 拖 种 可 能 单位 制 的 一 种 . MKS 制 广泛 应 用 于 实际 或 工程 
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问题 . 在 研究 电磁 辐射 和 物质 的 基本 组 元 的 相互 作用 时 ,采用 高 斯 单位 制 更 方便 一 些 . 因此 ， 
如 同 在 本 书 其 他 章节 一 样 ,我 们 更 愿意 使 用 后 者 ， 


例 题解 答 
9.1 质量 为 m 电荷 为 9 的 粒子 在 有 电场 E 和 磁场 B 存在 时 ,其 经 典 运动 方程 是 


ma= gp+ vxB (9.1.1) 


这 里 a 是 粒子 的 加 速度 ,v 是 它 的 速度 [= 至 二 和 a = 时 =7). E 和 B 必须 满足 才 
克 斯 书 方 程 ,于 是 就 有 可 能 定义 矢 势 A(r，:) 和 标 势 p(x，:) 使 得 
1 94 


I E=- Ye 9 -二 这， [[ B=YxA 《9.1.2) 
证 明 险 审 贺 量 

#- 趟 (p- 24): (p -24)+ap (9.1.3) | 
产生 运动 方程 . 你 可 以 使 用 哈密 顿 方程 : 
I ;= 有 I p=- 村 (9.1.4) 
长 
按照 下 述 步骤 进行 :(a) 将 ;写成 b 和 A 的 函数 ;(b) 将 5 写成 p 和 A 的 函数 ;(c) 应 用 | 
(9.1.4 了 1) 将 p 写成 w 和 4 的 函数 ; (d) 使 用 矢量 的 “ 链 式 法 则 ” 
| 
人 (9.1.5) | 
和 矢量 恒等式 
(vvV)A = vx(VXA)+YI(. A) (9.1.6) : 


求 出 他 ，(e) 联 立 (a) 到 (d) 求 出 运动 方程 
解 (a) 使 用 (9.1.4) 和 (9.1.3) 我 们 得 到 


Ee 


=- (p- 24): (p -24)+ og]= L(p- 24)-» 《9.1.7) 
(b) 如 同 (a) 我 们 得 到 
9 
{c) 从 {9.1.4 卫 ) 和 (9.1.3) 我 们 得 划 
p =- yh v Ia:(p -24). {7 - 4)+ gy] (9.1.9) 
考 虚 到 在 哈密 顿 方法 中 ,r 和 p 是 相 空 间 的 独立 变量 ,于 是 V ， "p=0. 利用 Y (pp)=0 ,我 们 将 (9 1.9) 
写成 
,ols sa). fa)] soe (9.1.10) 


人 (9.1.7) 和 和 (9,1.10) 我 们 有 


= 全 (no 4)-ave {9.1.11) | 
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(9) 从 (9.1.5) 和 丛 .] .6) 我 们 得 到 


尝 = 妥 -wx(xh)+V(o 4) (9.1.12) 
最 后 ,利用 (9.1.2 了 ) 我 们 有 
A= 双 =- 织 -wxB+y(o' 4) (9.1.13) 


(e) 联 立 (9.1.8)、(9.1,11) 和 各 {9.1.13) 我 们 得 到 


i=2[ItvxB)-a(1 关 t+v9)] (9.1.14) 
交 (9.1.14) 科 以 m 并 利用 (9.1.2 工 ), 最 后 我 们 得 到 
mi = (vxB)+oE {9.1.15) 


这 就 是 运动 方程 ， 
令 4(rt 和 pr it 满足 方程 (9.1.2) ,对 于 给 定 的 电场 才 和 磁场 B, 势 A 和 # 是 惟一 
确定 的 吗 ” 如 不 是 ,请 解释 这 种 自由 度 . 

解 假设 对 于 相同 的 号 和 下 ,4， 和 A; ,pl 和 gq, 都 满足 方程 (9.1,2) 即 


1 294，_ 1 394, 
B= Va {9.2.1) 
和 
B= VxAl= Vx (9.2.2) 


”现在 ,如 果 A 和 ?被 惟一 确定 ,那么 ,我们 一 定 有 4 = 4 和 pi = gp; ,我 们 定义 48= 站 一 让， 和 和 p= 


gi 一 9 ,并 探究 是 否 a =0,2=0 从 (9.2,2) 我 们 得 到 
vxa=0 (9.2.3) 


因为 任何 函数 的 梯度 都 满足 v x (V x /) =0, 可 以 证 明 对 某 些 函数 f(r,， 1), a = VF. 如 果 我 们 使 用 
(9.2.1) ;得 到 


V+ = 和 0 《9.2.4》 
1 0 
从 (9.2.4) 我 们 得 到 Vp+ VY { 玫 )=0 或 
p=- +0) (9,2.5) 


这 里 C(z) 是 z 的 函数 . 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 选取 C=0, 因 为 这 对 应 着 能 量 相差 一 个 常数 . 因而 ,从 
(9.2.5) 我 们 得 到 


避 
a=vf，9p=- 代 于 (9.2.6) 


这 里 所 r,t) 是 r 和 :的 任意 函数 ,我 们 看 到 a 和 不 必 为 零 ， 因 为 了 是 任意 的 ,4 和 7 不 能 惟一 确 
定 . (9.2.6) 给 出 的 这 种 不 惟一 性 被 称 为 “规范 自由 度 ". 这 意味 着 如 果 4 和 $$ 满足 (9.1.2), 那 么 田 变 
换 方 程 


4 = 各 TY w = 8- 二 学 (9.2.7) 


得 到 4 和 了 也 是 电磁 场 的 势 ， 

(a) 在 存在 电 谱 场 的 情况 下 ,对 质量 为 m 电量 为 9 的 粒子 , 写 出 其 量子 险 密 顿 量 ;(b) 在 
点 7=m 时刻 1= to 找到 粒子 的 概率 密度 是 什么 ? (oc) 求 概率 守恒 方程 以 及 概率 流 密 
度 . 


租 旺 (a) 用 算 符 人 和 请 代替 和 吕 , 就 可 由 经 典 哈密 顿 量 (9.1.3) 得 到 量子 哈密 顿 量 , 但 是 ,要 


'148， 


量子 力学 


9.4 


记 住 及 (r, 小 和 gplr, t) 是 + 的 秀 数 ,在 这 些 孙 数 中 也 必须 用 ? 代 赫 >. 我们 得 到 
H= 2 (Pp- 2A(F, 1)) + gp(f, i) 
(hb) 令 g(r, tt) 是 粒子 的 波 函 数 , 那 么 在 点 r= ro 时 刻 上 = an 找到 粒子 的 概率 密度 是 
ro， to) = | giro, to} 1 = 的 " 《ro， to plro, to) 
(e) 首先 ,我 们 来 计算 只; 


9 如 » 9" + 日 
半 = 六 (= 于 y+ 半 


应 用 桦 定 坦 方程 和 它 的 复 共 罗 - 放 “ 风 -= (Ty)” ,我 们 得 到 
9 1 。 py, 
= (Hp)] 
我 们 使 用 坐标 表象 
=， HF=-ikY 
在 坐标 表象 中 ,4(?，!) 变 成 矢量 孙 数 ,于 是 
A(F, 1) = 和 tr, 4) 
量子 哈密 顿 量 是 
H=a (kv+ 24). (hv+ 24)+ gp 
这 样 方 程 (9,3.4) 给 出 


2 =- 责 必 直 人 -六 w+ 4) (Ciav+24jo | 


1 
_ iL | (i y+ 4). {iv+ 24)s]| 
上 式 可 以 写成 


A 
表述 概率 守恒 的 方程 是 


9p yo 
Qt Ys=0 


这 里 * 是 概率 流 密度 . 从 方程 (9.3,9) 和 (9.3,10) 我 们 可 以 得 出 结论 


s= lt(y vy- yry') -Lg g]| 


(9.3,1) 


{9,3,2} 


(9.3.3) 


(9.3.4) 


(9.3.5) 


(9.3.6) 


(9.3.7) 


+9,3,8) 


{9,3,9) 


(9.3.10) 


(9.3.11) 


上 式 就 是 电磁 场 中 运动 粒子 的 概率 流 密 度 ,在 没有 电磁 场 的 真空 中 4 =0,(9.3.11) 就 简化 为 第 三 章 中 


描述 的 概率 流 密 度 ， 


根据 量子 力学 的 假设 ,一 个 给 定 的 物理 体系 用 态 矢量 | 5) 刻画 ,考虑 质量 为 mw 电量 为 
的 粒子 受 电 场 E 和 磁场 B 的 影响 ,在 问题 9.2 中 ,我 们 曾 证 明 ,不 同 的 势 4 和 如 何 描 
述 同样 的 E 和 8B. 在 本 问题 中 ,我 们 研究 态 矢 量 | J) 如何 依赖 于 规范 (A 和 g) 的 选择 . 
请 遵照 如 下 的 步 台 :a) 先 写 出 以 4 和 9 表示 的 哈密 顿 量 ,再 写 出 以 4' 和 gp 表示 的 哈密 
顿 量 , 4 和 9 与 4 和 9 的 关系 满足 式 (9.2.7);(b) 写 出 两 种 情况 的 其 定 请 方程 (ce) 证 


明 如 果 y 是 第 一 个 苹 定 谓 方 程 的 解 ,那么 
gr, i) 一 Bi gtp, £) 


是 第 二 个 方程 的 解 [这 里 f 与 式 9.2.7 中 的 和 相同 ];(d) 讨 论 结果 
艇 #2F :根据 (9.1.3) ,对 和 和 ,哈密 顿 量 是 


{9.4,1) 
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H=a(p- 24).(p- 24)+ap (9.4.2) 
同样 ,对 4 和 9 ,我 们 有 
Ba 4) (p24 )+ ap (9.4.3) 
应 用 (9.2.7) 我 们 得 到 
B= A407) (p24- dof)tap- 944 


(b) 在 第 一 种 情况 , 薛 定 焉 方程 是 


Hi 多 一 寺 4 岂 {9.4.5) 
我 们 用 (9.4.2) 写 出 薛 定 请 方程 ,在 举 标 表象 中 ,用 一 让 Y 代 蔡 p ,我 们 得 到 
2 
[i(- -24) + gp lycr, 人 = i (9.4.6) 
对 第 二 种 情况 ,我 们 有 
1 y= 法 (9.4.7) 


应 用 (9.4.4) ,在 坐标 表象 中 ,我 们 有 


1 2 可 了 1: agt ,+) 
[二 人 - iv- 4- 和 Vf) tap- 2 2f jr, t) = i (9.4.8) 


{ce) 设 pfr, tz) 是 (9.4. 介 的 解 . 定义 
Pr, = er g(r, 1) (9.4.9) 
我 们 希望 证 明 ,$ 十 方程 (9.4. 信 的 解 .使 用 (9.4.6) 和 和 (9.4. 中 我 们 有 
法 2 昌 一 了 4 fg ter g(r, 1) + er Oia (i 2s 2) 


3 2 Madr, 1 1 一 证 Fr rh 
一 一 了 fp Wt, £) + et [二 (v4) +gqp le ar 
(9.4.10) 
丁 是 


访 2 2 | 9 f(y, D4 gp Br, 站 十 er Ot [2 {- 谊 六- 24) see gtr, 1) 


(9.4.11) 
我 们 计算 方程 (493.4.11) 右 边 最 后 一 项 


[{-i8 v- 4). (一 v24) | ag(r, £) 
= (ih 9 34) [erro (- 2 v7(r, £)- E24) jr, #) 


= on ( QVf-ihv- 24).(- 全 了 一 让 了 - 4 )Blr, 站 (9.4.12) 
所 以 
.A 2 1] - 
计 2 = |- 了 fg) tgpt2(- vf-inv- 4) |iCr, 1) (9.4.13) 
于 是 , g(r, t) 的 确 是 藤 定 南方 程 (9.4.8) 的 解 . 
(中 我 们 看 到 ,从 一 个 规范 过 渡 到 另 一 个 规范 ,描述 体系 的 态 矢 量 也 要 作出 变换 ev" 0 ,这 里 flr, 


中 是 联系 两 个 规范 的 函数 , 对 于 波 函 数 , 规 范 变换 相应 于 相位 变化 ,该 相位 变化 随 空间 点 不 同 芹 不 同 ， 
因此 它 不 是 整体 的 相位 因子 .但 是 ,用 波 函 数 外 和 乡 所 得 到 的 物理 预言 症 相 邮 的 . 因为 当 我 们 作 规范 
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变换 时 ,描述 物理 量 的 算 符 也 跟着 变换 (参看 问题 9.5)， 
在 问题 9.4 中 ,我 们 曾 证 明 , 当 我 们 做 规范 变换 


人 


《9.5.1) 
, 了 
PpP>p 二 多 一 + F 
时 ,描述 质量 为 mn 电量 为 g 的 粒子 的 波 函 数 按照 
yrs tp (re, 1) = er Mtg( re, £) (9.5.2) 


变换 . (a) 当 从 一 个 规范 过 渡 到 另 一 个 规范 时 , 求 概率 密度 和 概率 流 的 变化 . (b} 设 在 时 
刻 i 我们 想 测 量 物理 景 QQ , 测 得 Q 的 本 征 值 g 的 概率 依赖 子规 范 吗 ? (为 简单 起 见 , 设 
9 是 非 简 并 的 ，) 


垦 (a) 在 第 一 个 规范 下 ,概率 密度 是 


:二 vy ) -ay | (9.5.3) 
当 我 们 做 规范 变换 19.5.1) 时 ,我 们 有 


# 二 2 [ew Dag 字 {eu inp) er Dn py {et eg )] 


一 所 (4 十 VA (ee Dg” ) {ev Do) 


我 们 看 到 概率 流 是 规范 不 变 的 . 
{b 设 (+, 区 是 尽 的 相应 于 本 征 值 z 的 本 征 函 数 
flr, 1) = gplr, 1) (9.5.4》 
根据 量子 为 学 假设 (参看 第 四 章 ) , 当 和 体系 处 于 态 (7 , 1) , 测 得 q 的 概率 是 
P= [= pr, eyor, £) (9.5.5) 
当 我 们 做 规范 变换 (9.5.1), 波 函数 #(r，1) 将 变换 为 
$lr, (r,t) = er Vag, £) (9.5.6) 


济 得 gq 的 概率 将 按照 (9.5.2}) 和 {9.5.6) 确 定 
Po = 8 (rr, DW = ev Mg re, er g(r, £2) = $B (r, cylr, ti =P 


了 


{9.5.7) 
我 们 将 如 下 的 陈述 作为 结论 ;所 有 物理 也 童 不 依赖 规范 的 选择 
一 维 谐振 子 由 质量 为 m 的 粒子 和 势能 
V(r) = me (9.6.,1) 


组 成 此 外 ,该 粒子 还 具有 电荷 g 并 置 于 平行 子 x 轴 的 均 强 电 场 EE 中 ,EE=EE 人 A (a) 求 
对 应 于 电场 的 势 $(x);(b) 写 出 粒子 的 哈密 顿 量 ; (c) 做 坐标 变换 y=ar+65(a 和 和 5 是 


常数 ) ,这 样 ,在 y 一 方向 ,哈密 顿 量 和 一 维 谐振 子 (不 带电 荷 ) 相 同 ,a 和 是 多 大 ? (d) 
求 系统 的 能 量 本 征 值 和 本 征 态 ， 


锯 :8 入 (gs) 我 人 有 EE=E2, 并 求 $(z,1) 于 是 


E=—V$ (9.6.2) 


i rr 


人 


ce 


re 
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因为 B=0, 我 们 革 找 4 汉 0 的 规范 ,积分 (9.6.2) 我 们 得 到 $(x)= ~ srw +c, 这 里 c 是 积分 常数 ,我 们 
选取 = = 收 , 于 是 
由 全 二 一 下 (9.6.3} 


(b) 总 蛤 密 顿 量 基 


H= 多 + 了 mew? x er (e= gk) (9.6.4) 


(9.6.4) 右 边 第 一 项 是 标准 的 动能 项 ,第 二 项 是 谐振 子 势 能 ,第 三 项 是 电势 能 . 
(c) 我 们 将 (9.6.4) 写 成 如 下 形式 : 


2 
pb 1 
H, 三 3 + wy + Ho (9.6.5) 


这 里 于 是 常数 ,而 y= ar + .考虑 动能 项 ,我们 看 到 p, = p, 于 是 a=1, 现在 我 们 将 y= ar+6b 民 入 
(9.6.5) 并 得 到 


1 


了 之 
五 = 在 ,1 "(wroP + 本 = 大 + 子 mz + mur + 二 +H (9.6.6) 


Im 2 2m 
从 (9.6.4) 和 (9.6.6} 我 们 看 到 仅 当 5= ~ sfjww’ 和 Ho = 一直 /2mmew? 时 
H.=H, (9.6.7) 


结论 ,如 果 我 们 做 坐标 变换 y= z - ef mw? ,我 们 得 到 不 带电 荷 的 一 维 谐振 子 , 能 量 漂移 为 - e?j2mew?. 
(d) 一 维 谐振 子 的 能 量 本 征 值 是 


2 
= 广 各 (n+ 吉 )- 二 二 (9.6.8) 
其 本 征 函 数 是 
加 9) 一 出 (zr-) 9.6.9) 


作为 y 的 函数 (9.6.9) 表 示 了 标准 一 维 洲 振子 本 征 浮 数 . 注意 作为 x 的 函数 ,这 些 本 征 函 数 是 不 同 的 . 
考虑 党 位 场 B= Bo2. (a) 求 相应 于 对 称 规范 4 = -上 光 + x BB 的 势 A;(b) 求 相应 于 非 对 
称 规范 的 势 4 ;(c) 计算 联系 (a) 和 (b) 两 种 规范 的 规范 函数 f(r， 1). 


A 
之 


I 用 
解 8F 。 在 对 称 规范 中 4= -三 | 》 |=- 士 yB,4+ 赴 zB {9.7.1) 
0 0 B, 
子 是 
A = Be(- y, x, 0) (9.7.2) 


《b) 我 们 可 以 使 用 任何 其 他 的 规范 ,并 求 出 不 同 的 4， 例如 ,我 们 试图 求 的 4 仅 有 = 方向 的 分 晤 所 = 
如 : 主 , 在 这 种 情况 


全 
213 2 3|_, 134 73 A 
vx4= | 去 甸 并 |-+( 答 )3- (2= Be (9.7.3) 
A,. 0 0 
积分 (9.7.3) 我 们 得 到 Ar = 一 上 By +c, 我们 可 以 取 c =0, 于 是 
A By AA =0 (9.7.4) 


(c) 我 们 想 找 规范 函数 ,使 得 4 = 就 + 吕 F( 参 考 问题 9.2) 从 (9,7,2) 和 {9.7.4) 我 们 恬 现 


(9.7.5) 
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或 , 写 得 更 明确 些 
EE = 多 y = +9,f=- Boyt+3,f 
{9.7.6) 
六 -2 Ay+9 = sf 
所 以 
af -= ey, = 子 z (9.7.7) 
积分 (9.7.7), 最 后 ,我 们 得 到 
flr, y) = Dxy + oonst. (9.7.8) 


质量 为 m 电荷 为 9 的 粒子 处 于 常 磁场 B 的 区 域 , 设 沿 z 方 向 ,使 用 朗 道 规范 , 即 
在 ={ 一 By, 0, 0),(a) 粒子 的 哈密 顿 量 是 什么 ? (b) 证 明 哈密 顿 量 与 p,、p, 对 易 ;(c) 
以 多 和 .的 本 征 向 量 为 基 , 使 用 分 离 变 数 法 证 明 : 对 y 分 量 功 定 坦 方程 简化 为 谐振 子 
的 薛 定 齐 方 程 (参看 问题 9.6); qd) 求 险 密 顿 量 的 本 征 态 和 本 征 能 量 . 

解 : 8 (a) 经 典 哈密 顿 量 为 


8 直人 -2 人- 2) -起 as) (rss an 


这 里 *, 是 x 方向 的 单位 矢量 . 因此 哈密 顿 算 符 是 


日 = 融 培 + 的 + 下 (六 +2B) = [+p + (48) | 
(9.8.2) 
tb) 要 求 出 哈密 顿 算 符 和 办 或 p. 的 对 易 关 系 ,我 们 使 用 已 知 的 关系 
[ps pl= [Pp, pb]= [py]=[p, 2] = [p,y]=0 (9.8.3) 
并 得 到 
[H, p.] = 2 (Ep p.] +2 “0p., p:] ]) (9.8.4) 


根据 定义 [ p,， p, ]=[p,， 0 记 . 也 有 同样 的 结果 
[HB, p,] > ym LP- p=-0 (9.8.5) 


(e) 因 朝 与 p. 和 pp, 对 易 , 我 们 可 以 求 出 日 的 本 征 态 , 它 也 是 p, 和 户 的 本 征 态 (还 考虑 到 [ p。，p_] = 


0). 我 们 用 分 离 变 数 法 , 即 yz yz) 二 = 各 (7T) 为 (9) 二 (z). 对 友和 点 (zx 我 们 分 别 选 为 Pr 和 pp, 
的 本 征 六 ， 


和 (5) 三 凡 (z) = em 
人 bo (2) = errh 9.8.6) 
于 是 

prs ys 2) = eh eh Cy) {9.8.7) 
这 里 的 p, 和 现在 是 常数 (它们 就 是 本 征 信 })、 应 用 (9.8.2) 和 (9.8.7)， 我 们 得 到 其 定 博 方程 
Hy = 址 | 各 + pet + (28) y |yz, y, 2) = Ey(x, y, x) (9.8.8) 


注意 ,在 (9.8.8) 中 ,p, 和 pp, 是 常数 ,只 有 p, 和 y 是 算 符 ， 我 们 记 直 -(p? + 成 )=a, 那么 (9.8.8) 可 以 
写 为 


本 ne nr 


EE" 
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[+ (Be +a (BB) yo, y, 0) = (E-awzy 2) (9.8.9) 


现在 ,我 们 春 到 , 苹 定 广 方 程 的 > 分 量 和 问题 {9.6) 中 的 哈密 顿 算 符 相同 , [例如 ,参看 (9.6.4)]. 为 证 
明 y 一 分 量 和 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 相 同 .我 们 做 一 个 如 同 9.6 中 的 变换 ; 即 


hr 
”YB (9.8.10) 
P= 
于 是 薛 定 户 方程 (9.8.9) 变 为 
2 2 
| 二 关 + 二 ( 严 ) 了 -在 区 =- CE-a)y (9.8.11) 
或 
2 _ 2 
[a5 + 趟 ( 蝶 ) 了 jy= {E- 关 多 (9.8.12) 
如 果 我 们 记 语 = 玉 一 pj2zm,(9.8.12) 变 为 
[Lp + 二 md? | g(x 了 zx) = Ep(zr, 3, x) (9.8.13) 


这 里 3= (  ) . 我 们 看 到 (9.8.13) 的 确 是 一 维 谱 振 子 共 定 请 方 各 
(d) 因为 (9.8.13) 是 详 振 子 的 蓄 定 坦 方 各 ,我 们 知道 它 的 本 征 值 和 本 征 态 : 


区 = iuo(z+ 去 )=# 昭 (+ 村 ) (9.8.14) 
各 . 
Fe 2 
此 (3) = ( oem ) ep 2H, (3)} (9.8.15) 
最 初 哈密 顿 算 符 (9.8.2) 的 本 征 值 是 E[ 参 看 (9.8.8)] ,所 以 
2 2 
记 = 记 + 雪 -# 归 (n+ 才 )+ 起 (9.8.16) 


这 里 本 征 函 数 {x， 3，z) 是 


Cr Y= EE 7 (» + 穷 ) a (， 十 化， (9.8.17) 


对 自 旋 为 1/2 磁 矩 py = AS 的 粒子 ,求解 问题 9.8. 
车 (a) 我 们 在 哈密 顿 算 符 上 加 上 自 旋 和 磁场 的 相互 作用 能 


H=-u'B {9.9.1) 


得 到 总 哈密 顿 算 符 
H=2.(p- 24) 四 (9.9.2) 
磁场 是 下 = 吾 全 ,我 们 用 规范 A4=(- B, 0， 0) 得 到 了 哈密 顿 算 符 ; 


1 209Bp, 2 :B 
H = , + (B) | -全 {9.9.3) 


{b) 容易 看 出 , 除 一 项 入 5 需 审查 外 ,哈密 顿 算 符 (9.9.3) 和 Pp: 与 六 对 易 . 因 自 旋 自 由 度 和 种 空间 变 
数 无 关 , 我 们 有 [P:5]=0. 特别 地 有 
Ps 等 s |- [p., 等 s.|- 0 (9.9.4) 


(<) 包括 自 旋 访 ,我 们 使 用 p, 和 pp, 以 及 S* 和 5. 的 本 征 态 为 基 , 即 我 们 的 波 函 数 是 
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Pry yz)Xan = emp (Cy) (Ss = 12, 5,) (9.9.5) 
这 里 x(S=1/2,5,) 是 电子 的 自 旋 态 ,是 5S: 和 5S, 的 本 征 落 数 . 
Sx(S = 12, S) = iS(S+ Dx(S =12, 8.) = $x(S = 12, 8.) (9.9.6) 


Sx(S = 12, 3.) = 8S.(S =112, $.) = (+ )ix(S = 12, 5) (9.9.7) 


我 们 用 泡 利 短 阵 5= 专 表示 算 符 8 二 xX( 方 ,二 广 ) 可 以 写 为 


朱 em 


0 


A 


. 参看 第 七 章 . 
《d) 为 求 出 本 征 冰 数 和 本 征 值 ,我 们 仿照 (9.8) 的 (qq) ,并 写 出 蔷 定 油 方 程 


(去 2 + 广 mwlg + 3p 一 SBS, jetz, ys Xs = Eplx, ?Je (9.9.9) 


这 里 [仿照 问题 9.8 的 (相对 看 {9.8.10) 和 (9.8.13)] 


Cp 
y= y+ 
3 (9.9.10) 
mm = 地 
” om 
并 且 , pp..S=1/2 和 S, = ++1/2 都 是 常数 . 定义 
六 _ 五 此 
EE=E 气 + 司 BS， . (9.9.11) 
我 们 就 方程 (9.9. 细 得 到 标准 的 一 维 谐振 子 薛 定 兽 方 积 
(a + mwl ) = Ey {9.9.12) 


其 有 本 征 值 严 = iwp (x +112) 和 本 征 态 晴 数 (x ，y， xz) yw ,这 里 zy, =) 由 (9.8.17) 给 出 . 所 以 
薛 定 请 方程 (9.9.9) 的 本 征 值 是 


E=-# 加 (+ 村 ) 在 -总 bs (9.9.13) 


这 些 本 征 信 是 车 名 的 朗 道 能 级 (Landau levels). 

9.10 考虑 问题 9.8 中 的 粒子 . (a) 设 粒子 处 于 一 个 很 大 但 又 有 限 的 箱 中 ， OrL,, -1L, 
<ySL, 和 QSzEL,, 写 出 该 条 件 下 的 本 征 函 数 ,(b) 求 每 单位 面积 上 态 数目 (在 zy 
平面 上 ) 

第 泊 ， 考虑 苹 定 得 方程 
Hyplx, y, x) = Ey(zx, y, 2) (9.10,1) 
这 里 吾 由 (9.8.2) 给 出 ,还 要 考虑 边界 末 件 
工 srz=0= gr=1,)=0 
LE gy=-L)= yy=L,)=0 {9.10.2) 
EH yr=0)= yz = 1)=0 
使 用 问题 9.8 中 的 分 离 变 数 法 和 (9.10.21 ) 以 及 (9.10.2 且 ,我 们 以 


闪 (x) = 7 二 sin( per ) 
9.10.3) 


(2) = -7 二 apa) 


i ET TT ET re PoE TE ee | 


re Te 


a 
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代替 (9.8.6). 这 里 


(9.,10.4) 


设 工 ， 是 非常 之 大 ,致使 姑 “六 1, 波 函数 (9.8.15) 的 y 组 元 ,就 像 在 波 画 数 y(3) 的 情况 一 样 ,基本 


不 受 边 界 条 件 (9.10.2I ) 的 影响 . 因此 本 征 态 是 [参看 (9.8.17)] 


ee- (各 ) analaenl- 玫 (+ 禾 ) jt.(s+ 禾 ) 
(9.10.5) 
本 征 能 量 蚌 [参看 (9.8.16)] 
Bu -3 中 (w+ 却 ) + 起 ( 囊 ) 二 (9.10.6) 


这 里 ,我 们 使 用 了 pp. = nhn,/L[ 参 看 (9.10.4)] ,注意 ,(9.10.6) 不 依赖 x, ,这 样 ,就 出 现 简 并 . 

人 b) 在 xy 平面 上 的 态 数目 是 使 得 粒子 位 于 区 域 Oz ， 上, 志 y 才 LL, 以 内 的 不 同 前 ma。 和 mn, 的 
数目 . 我 们 注意 到 在 y 方向 ,有 位 于 yo = -cp,19B 的 谐振 子 [参看 (9.8.10) 和 (9.8.11)], 设 离开 平 
衡 点 y= yo 的 凡 移 很 小 ,我 们 只 训 求 -上 , 志 y% 志 LL, ,于 是 


rp. 
-b<- 第 <L (9.10.7) 


利用 (9, 10.4) 我 们 得 到 


或 者 
- (和 全 二 过 wm 芝 (型 )L (9.10.8) 
在 区 域 0 委 z 委 L。 和 一 工 ,所 ? 科 也 内 不 同 态 的 数目 是 (9.10.8) 中 不 同 的 数目 , 即 
mu = LL, (9.10.9) 


对 一 个 m 有 两 个 自 旋 态 ,最 后 ,我 们 求 出 态 的 总 数目 是 


N = Mr.L, (9.10.10) 
所 以 ,每 单位 面积 的 态 数目 是 
2 BLL, 
4 二 总 = 2 = 多 (9.10.11) 


参考 问题 9.10. 在 p, =4 的 条 件 下 ,证 明 电流 工 的 确 为 零 . 
史上 ” 利用 概率 流 密 度 定义 (参看 问题 9.3) ,我 们 得 到 电流 密度 


J = 和 = 下 [二 (gg -ov 人 2240 y| (9.11.1) 
因 是 实数 ,我 人 有 y* V6- gvy" =0. 于 是 
2 
J =- -Ay 由 (9,11.2) 


在 问题 9.5 中 ,我 们 曾经 证 明 , 概 率 流 是 规范 不 变 的 . 于 是 我 们 就 可 以 选择 矢 势 4 ,例如 A=( - By， 
0, 0)( 和 参看 问题 9.8) 我 们 有 
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or 
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六 = 了 =0 
| : (9.11.3) 
J = FB 
应 用 (9.10.5) 和 p, =0, 我 们 容易 看 出 y" yp 是 y 的 偶尔 数 . 电流 
I = [Jazdyds (9.11.4) 
我 人 有 [= I =0, 于 是 
1 = PE) yg) Pay) C7) dz) 1 pC) az (9.11.5) 


i 
了 


”因为 ;9(y) 是 侦 孙 数 ( 仅 当 p, =0 的 情况 ). 最 后 ,我 们 得 到 | 1 py) Dydy =0 和 [= 0, 粒 子 


的 经 典 运 动 是 环形 的 ,这 样 在 x 和 方向 的 总 电流 为 零 . 
对 于 问题 9.10 中 的 粒子 和 电场 百 = EY ; (a) 求 粒子 的 本 征 态 和 本 征 值 ;(b) 如 果 p, = 
0 证明 元 天 0, 即使 电场 百 只 有 y 分量 . 另外 漂移 速度 是 什么 ? 
解 财 我 们 在 (9.8.2) 的 哈密 顿 算 符 上 加 上 势能 项 
H. = ap 
这 里 五 = 一 Vp. 因为 五 = 下 了 ,我 们 有 9= Ky, 总 的 哈密 顿 量 是 


(9.12.1) 


2 2 
H=(p- 24) + gq = 让 | 总 + pi + po prqBy + (2) | 
{9.12.2) 

采用 坐标 表象 ,我 们 得 到 薛 定 刘 方 程 是 


1 a FF FF 2gBp, , 2 
[ty (BY |e, ya) = EY, y, 1) 


Dy dy de 
(9.12.3) 
这 里 ,我 们 利用 了 H, 和 p, 与 p. 对 易 ,y{y) 的 方程 是 
1 2 2gB 2 
(Ee 2mEg jy+ (Be) y |y6%) = of) {9.12.4) 
、 四 
这 里 = 下 本 3 定义 
二 cp, Ym ~ 
y= y+ wo (9.12.5) 
这 里 w= 办 和 ws 外 我 们 从 (9.12.3) 得 到 
1 ff_ ,2 Ee 1 2.2 四 云 ，r 一 
2 5) = Eg(3) (9.12.6) 
这 里 
2 
E=E- 直 + pvp 一 去 w 史 (9,12.7) 
方程 (9.12.6) 的 本 征 态 是 标准 的 -一 维 谐振 子 ,能 谱 是 
2 2 
i 
(9.12,8) 


注意 ,和 (9.10.6) 不 同 ,(9.12.8) 的 能 谱 和 m 有 关 , 简 并 被 消除 (由 于 电场 的 存在 ). 
《b) 电流 表示 式 (9.11.4) 是 了 = |Jdzdydz, 应 用 (9.11.3) 我 人 有 1 = 上 = 0 和 
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了 工 
I = 于 | | p(y) Dydy (9. 12.9) 


但 是 ,要 注意 ,这 里 和 问题 9.11 的 情况 相反 , 饶 使 对 p, =0, 央 为 由 (9.12.5) 函 数 | $Cy) 上 ?也 不 是 换 
函数 . 对 p, =0 我们 结论 
y= y- {9.12.10} 


1y(3)1 是 5 的 侦 孙 数 ,但 不 是 y 的 偶 阻 数 . 如 果 我 们 在 (9.12.9) 中 做 坐标 变换 yx3 ,我们 得 到 


2 LL —vp fe 
[= |? D3 (+ 开外 py) [dy (9.12,11) 


2 ne Ltuplop 
现在 ,利用 工 ， > ,我 们 得 到 


[ 3 (了 + 2 ) P53) Ldy (9.12.12) 
第 一 项 (和 3 成 线性 关系 ) 结 果 为 等 ,因为 被 积分 阴 数 是 反对 称 的 ,第 二 项 给 出 


2 0 2 
芋 | | p(y) Pdy 二 五 加 = gup (9.12.13) 


QictoBj -= 2me wa 


械 一 


和 我 们 预期 的 一 样 , wo 是 漂移 速度 ( ww = CE/B). 
考虑 一 个 在 标 势 V(r) 和 磁场 B= Bu 中 和 运动 的 质量 为 mx ,电荷 为 @ 的 无 自 旋 粒 子 . 


在 矢 势 的 对 称 规范 4 = 村 x B 下 构造 粒子 的 哈密 顿 算 符 . 并 将 其 写成 无 磁场 情况 下 


的 哈密 顿 算 符 Ho 和 附加 项 互 ! 的 和 . 
- 解 晤 我们 有 


H= al (p- 34) + Vo) (9.13.1) 
利用 方程 (9,3) ,通过 计算 得 出 


2 
(p- 24) = p +R[p. (rx B+ (vx B). p] tr(rx BY 


B ?Bié 
= p+ 和 Pry + prr ~ ype + 2py) + Tez +y) 


> 2 B2 , 
=p + Exp, p+ (r+ yy) 
2 8B ?2B 
= +, + 二 (x +) (9.13.2) 
将 {9,13.2) 代 入 (9.13.1) ,我 们 得 到 
上 B. :82 
H= zp t+, + 和 Bt + y+ Vr) (9.13.3) 
由 此 条 出 鼎 二 出 + 再 ,其 中 
1 ， 
Ho = Fp + Vr) {9.13.4) 
L 2 B: 
让 =- 全 + H(z + y) (9.13.5) 


其 中 /为 玻 尔 磁 子 zk= 3 


一 束 自 旋 极 化 沿 z 轴 正 向 ,并 沿 y 轴 方向 运动 的 极 化 电子 进 人 有 均匀 磁场 召 = B,4 的 
区 域 . 经 过 时段 后 接触 到 一 个 磁场 沿 z 轴 方 向 的 Stern-Gerlech 实验 装置 (a) 写 出 
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在 均匀 磁场 区 域 里 的 相互 作用 哈密 顿 算 符 ;(b) 如 果 探 测 器 D 只 能 探测 自 旋 极 化 沿 = 
轴 负 向 的 电子 , 试 求 使 所 有 的 电子 都 能 被 D 探测 到 的 Bu 值 ;(c) 对 于 (bp) 中 最 小 的 Bo 
值 , 在 TI2( 不 是 工 ) 时 段 语 被 D 探测 到 的 电子 的 百分比 是 密 大 ? 


:其 蜂 :; (a) 电子 和 磁场 之 癌 的 相互 作用 由 电子 的 磁 矩 ke =2 芒 和 外 磁场 = Bo 六 决定 . 相互 作 
用 哈密 额 算 符 为 


Ha = p.* B = Lbs .2= Los, (9.14.1) 
利用 自 旋 态 的 两 分 基 表 示 ( 见 第 七 章 ) 
1 
Eh 
0 
(9.14.2) 
0 
| 一 sz} | | 
1 
在 这 个 表示 中 ,电子 自 旋 可 由 泡 利 矩阵 表达 
$= 壮 a (9.14.3) 
其 中 
0 1 0 -i 1 0 
2 
1 0 +i 0 0 -1 
利用 (9.14.4),(9.14.1) 可 写成 
chBu |0 | 
Hi 一 。 四 
me | 0 (9.14.5) 
(b) 为 了 构造 1 时 刻 的 电子 态 ,我 们 需要 求解 芒 定 启 方程 
讨 呈 和 = Hi (9.14.6) 
态 | 几 可 写成 
| = a, (1+ a + a (12) 1 x2) {9.14.7) 
其 中 +a: =1. 或 将 其 写成 两 分 量 形式 
ED) = a, ( | ( 中 | | 
I) = a (Ft to (rt = 9.14. 
0 1 a- (1) 人 8 
利用 (9.14.5) 和 (9.14.8) , 薛 定 请 方程 (9.14.6) 可 写成 
3 [a (2) 0 1 le, (2) ay (#) 
“加 -各 em 
ai) ll 人 《by Rec La (1) 
方程 {9.14. 幼 等 价 于 下 面 移 2 个 方程 
. da, 《 } 一 
i = wana- (it), i = wa (2) (9.14.10) 
其 中 wo = eBo moc. 将 (9.14.10 卫 ) 求 导 后 得 到 
.a. Cz) 加 da, (#) 
mg (9.14.11) 


从 (9.14.11) 和 (9.14.10 了 7 ) 我 们 得 于 


Fe_ (4) 
一 站 oo (9.14.123 
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同 理 
二 = wia, (4) (9.14.13) 


(9.14.12) 和 (9.14 -13 的 解 为 


{ (= Goos[uoE) + b, sin(ewaz) 
9,14.14) 
&. (ft) = a oos(wot) + b_ sin(wot) 
这 里 ex 和 5: 是 由 初始 条 忻 决定 的 常数 . 初始 条 件 为 
1 ， 
[gee = 0)Y =i+ xz} = 骨 {9.14.15》 


所 以 a, =1, a_ =0. 由 a2 +ar =1 我 们 得 到 5, =0 和 4&8 =1. 而 (9.14.14) 的 解 为 


于 (1) = oosf wo t) 
{9,14.16) 


a_ (1) = sin( wont) 


+ 


基 子 海 (9.14.8) 为 
cos( mat} 
| sf) = | (9.14.17) 
_ sinf conf ) 
在 工时 段 后 ,电子 态 变 为 
cos( wo 了 ) 
1 HT) = (9,14. 18) 
in(wr T) 
由 于 DD 只 能 探测 到 自 旋 极 化 洛 z 轴 负 向 的 电子 . 如 果 我 们 要 求 所 有 的 电子 者 能够 被 已 探测 到 ， 
我 们 必须 有 
10 : 
1 ¥(£)) =1~ zx) = 呈 (9.14,19) : 
从 (9.14.17),{9.14.,18) 我 们 得 到 |cos(wo 了 )| =0 和 |sin( wo T)| =1. 或 等 价 地 
mT 了 = 也 + n= ,+1 圭 2 《9.14.20) 
利用 wo = eBy /Tec 我 们 最 后 得 到 
Bo = (于 + an) (9.14.21) 
《ec) 由 (9.14,20) 给 出 的 Bo 最 小 的 正 值 对 应 于 n =0 的 情况 * ， 
(Be) = 了 {9.14.22) 
设 BB 由 (9.14.22) 给 出 ,T2 时 段 后 的 量子 态 为 ) 
ceogf won 了 12) 
1 WTA = | (9.14.23) 
sin( wo TI2) 
利用 (9.14.22) 我 们 得 到 
BH, ) ， 
， wg = i = 千 {9,14.24) 


这 样 从 (9.14.23) 和 (9.14.24) 我 们 得 到 


* 类 著 误 写 为 "= ! 一 一 译 者 注 . 
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cos( wo TH2 1 1 
| yt TI2)) = = 二 (9. 14.25) 
sinf woT/2) 2 1 
探测 器 中 探测 到 电子 的 概率 为 
=| (TI2)) = | 了 | (9. 14.26) 
Ph 一 | 一 和 | 六 1271 = | 态 (0， | = 本 .14. 


这 个 题目 研究 的 是 氧 原子 的 能 级 在 更 磁场 中 的 变化 一 一 Zeeman 效应 . 设 电子 的 质量 
为 m ,电荷 为 g. 忽 咯 电子 自 旋 (正常 Zeeman 效应 ).(a) 记 五, 为 无 磁场 时 氨 原 子 中 电 
子 的 哈密 顿 算 符 , 写 出 HH, 与 L? 和 工 , 的 共同 本 征 态 . 这 些 本 征 态 对 应 的 本 征 值 是 什 
么 ? (b) 假 定 这 个 原子 被 放置 在 一 个 沿 > 轴 的 均匀 磁场 B。 中 , 写 出 新 的 哈密 顿 算 符 . 
在 (a) 中 给 出 的 那些 态 是 否 还 是 新 哈密 顿 算 符 的 本 征 态 ? 它们 的 能 级 是 怎样 变化 的 ? 


假定 所 有 (过 + 六 ) 相 对 于 名 BoL, 可 以 忽略 (其 意义 在 计算 过 程 中 自明 ). 


解 (a) 拨 原子 哈密 顿 算 符 的 本 征 态 可 以 写成 下 璋 ; 


Bm C7 » 日， [| 二 Rlr) Yr {0, ») (9.15.1) 


其 中 给 出 能 级 志 = -Eijn:. 复原 子 的 能 级 是 简 并 的 ;对 于 每 一 个 ,1 =0,1,2,…,n 一 1; 而 
m 是 i 到! 间 的 整数 ,能 级 E, 的 莘 并 度 为 n: (不 考虑 自 旋 ). 被 函数 加 ,是 L? 和 工 的 共同 本 征 
态 ,本 征 值 分 别 为 2(2+ 1 让 和 mk. 
《bb) 从 习题 9.13 中 得 知 ,新 的 哈密 顿 算 符 可 写成 H, 和 五 | 的 和 . 这 里 


FH 一 - BE 十 Br + yy) (9.15.2) 
我 们 艘 定 (9.15.2) 中 的 第 二 项 相对 与 第 一 项 来 说 可 以 扰 赂 , 由 于 名 (rr) 是 工 。 的 本 征 态 ,我 们 
有 


(Ho + Hm (7) = Ho (7) ~ 夺 BoLhmn Cr) = (E, — muaBo)b{r) (9.15.3) 


我 们 发 现 #.。(7) 还 是 新 哈密 顿 算 符 的 本 征 态 ,但 是 能 量 已 经 移动 了 wyB,. 由 于 磁场 的 加 入 , 简 
并 也 被 解除 了 . 
如 图 9-1 所 示 : 一 个 电子 被 约束 在 半径 为 R 的 一 维 回 环 上 运动 . 在 圆 环 的 中 心 有 一 个 
z 方向 上 的 静 磁 通 量 惠 ，(a) 构造 圆 环 上 的 一 个 与 $$ 无 关 的 矢 势 A;(b) 写 出 电子 的 本 
定 兽 方程 ;(c) 电 子 波 冰 数 的 一 般 边 界 条 件 是 什么 ?〈d) 用 e* 形 式 的 函数 构造 电子 的 本 
征 态 ,并 求 出 对 应 的 本 征 能 量 ， 


图 9 1 
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解 同  (a) 磁场 B= 有 2 通过 以 圆 环 =R 为 边界 的 曲面 的 磁 通 其 为 


| 9.16.1 
内 [2 
我 们 需要 构造 4 使 得 吾 =Y x 和 2, 并 使 4 在 圆 环 p= 只 上 的 到 值 与 内 无 关 . 由 {9.16.1) 得 到 

& -lx 4) :全 dS (9.16.2) 


其 中 5 是 圆 环 内 部 的 区 域 , 利用 Suokes 定理 ,我 们 将 (9.16.2) 改 写成 

下 = 路，d 《9.16.3) 
其 中 性 是 5 的 边界 ,也 就 是 图 环 p= 民 ; dl 沿 心 而 取 . 这 里 

dl = (Rd#$)$ (9.16.4) 
其 中 $3 是 圆 环 沿 反 时 针 方 向 的 单位 切 矢量 . 由 (9,16.3) 和 (9.16.4) 我 们 得 出 


$= JayRas (9.16.5) 
利用 4 与 上 无 关 的 条 件 , 我 们 从 (9.6.5) 得 到 而 =2xRA,. 最 后 我 们 得 出 
| = A,=0 
(9.16.6) 
加 
As 二 FnR 
(b) 考虑 对 称 性 , 取 柱 坐标 系 进行 计算 较为 方便 . 要 给 出 柱 定 证 方程 ,我 们 首先 要 写 出 术 坐 标 系 中 的 
梯度 算 符 {Y ) 的 未 达 涉 
9=p 训 1 了 部 + 六 (9.16.7) 


其 中 p ,人 $ 和 分 别 是 p.$ 和 zz 方 向 上 的 单位 矢量 . 由 于 电子 是 约 东 在 圆 环 上 运动 的 .我们 有 6 
= 民 = const, x = const、 这 样 , 立 在 (9.16.7) 中 非 零 的 部 分 为 ?二 让 在 回环 上 运用 (9.16.6) 和 和 
{9.16.7) ,我 们 得 到 


1 1 1 3 9 1 3 es 
H= 翅 (- 访 0- £4) = 起 证 证 冰 ££) 7 ( 和 太子 三 反 ) 
(9.16.8) 
贺 环 上 的 莅 定 亩 方程 如 下 
1 ,， [ 
2 (- 读 部 -上 里】 g($) = Ey($) (9.16.9) 


(e 由 于 乡 的 定义 域 长 度 为 2x, 因 此 用 #$ 写 出 的 定义 在 件 空 间 中 的 任意 单 值 庙 数 作为 的 函数 都 应 
该 有 周期 2x,** 由 此 得 到 gp($+2x)|=| (8$)| 和 关于 说 的 类 似 的 关系 式 . 我 们 只 关心 模 长 -一 - 因 
为 在 量子 力学 中 只 有 | 上 才 有 真实 的 物理 意义 . 


* 这 里 的 说 法 在 数学 和 物理 上 都 有 一 些 沁 洞 . 问题 的 关键 在 于 是 把 题 中 待 求 的 电子 波 函 数 当 作 一 维 加 
环 上 的 波 函 数 还 是 三 维 空间 中 的 波 函 数 在 圆 环 上 的 限制 . 如 将 其 当 作 一 维 贺 环 上 的 滤 函 数 , 则 哈密 顿 算 符 必 
须 重 新 构造 ,不 能 从 三 维 空间 的 算 符 通过 限制 到 回环 上 的 方法 得 到 ; 如 将 其 当 作 三 维 空间 中 的 波 函 数 在 回环 
上 的 限制 , 则 对 p 和 x 的 导数 不 能 随 音 取 消 . 这 里 的 解决 方案 尽管 是 许 凶 教 科 书 中 通用 的 ,但 却 是 一 个 逻辑 混 
乱 的 错误 方案 . 而 且 在 物理 图 像 上 也 是 有 缺陷 的 . 就 本 题 而 言 , 译 者 倾向 于 将 电子 波 函 数理 解 成 一 维 回环 上 
的 流通 数 ,这样 的 话 ,(9.16.8) 和 (9.16.9) 式 就 应 该 当成 基本 假设 了 一 译 者 注 . 
"* 这 一 段 的 原文 为 “Since $$ is defined over 2x, the general boundary condition for any function of $ deter- 
mines that the function will be periodic jn 2x, ™, 这 段 文字 在 数学 上 是 不 严格 的 . 现 根 据 题 意 改正 后 意译 一 - 译 
者 注 . 
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(d) 我 们 来 验证 y( 四 = 客 ( 为 常数 ) 是 否 是 (9.16.9) 的 解 ， 首 先 计算 归 -- 化 常数 N 


中 p(B) ld$ = mr =1 (9.16.10) 
得 到 N- -二 然后 将 下 办 一 守 代 入 (9.16.9) 后 得 到 
二 [和 局- 天宇 + (名 ) ]=E (9.16.11) 
或 等 价 地 
( 风 - 和 名) -2mR?E (9.16.12) 


定义 到 = 起 并 将 (9.16.12) 写 为 
和 EE {9.16. 13) 


从 边界 条 件 利 #(#$) 一 全 我 们 得 到 


2nk = 2xn, n=0,+1,+t2,.: (9.16.14) 
从 (9.16.13) 和 (9.16.14) 我 们 得 到 能 量 本 征 萌 


、 2 

E, = 了 (ar Plo) (9.16.15) 
和 对 庶 的 本 征 态 

6) = He {9.16.16) 


回 到 问题 9.16 中 的 等 式 (9.16.15) 和 (9.16.16). 圆 环 上 的 磁场 为 4( 注 意 磁 通 量 是 在 
国 环 肉 部 但 不 是 在 圆 环 上 的 ).(a) 在 经 典 力学 中 ,在 圆 环 上 运动 的 粒子 { 电 子 ) 是 不 会 
受到 贺 环 内 部 磁 通 量 的 影响 的 , 这 个 缚 论 在 量子 力学 中 还 保持 正确 吗 ? 电子 的 能 量 是 
否 是 磁 通 量 外 的 函数 ?9 (b) 画 出 基态 的 电子 能 量 作为 磁 通 量 (或 $B/,) 的 函数 的 图 
像 ;ic) 图 环 上 的 流 可 由 下 式 定义 : 


dd 
I= C 35 (9.17.1) 
其 中 互 是 哈密 顿 算 符 而 6 是 磁 通 量 . 写 出 流 算 符 1 的 坐标 表示 ;(d) 计 算 I 在 态 中 
的 平均 值 并 建立 能 重 和 流 在 必 态 中 的 平均 值 之 间 的 关系 . 


: 般 : 师 :。 (a) 从 (9.16.15) 式 我 们 很 容易 看 出 电子 的 能 量 本 征 值 与 有 关 . 这 与 经 典 力学 的 情况 
不 同 . 在 量子 力学 中 一 个 粒子 的 运动 甚至 能 受 一 个 在 粒子 运动 的 区 域 里 为 0 的 磁场 影响 ,这 个 令 人 
惊奇 的 现象 称 为 Aharanov-Bohm 效应 、 

(b) 电子 的 能 量 本 征 值 为 


起 
E, = Imp” — iB) (9.17.21) 


基态 能 量 与 下 有 关 , 在 -12</<1/2 时 ,由 (9.17.2) 给 出 的 最 小 能 晤 对 应 于 =0{ 见 图 9- 
2); 在 112< Bj@Bo<312 时 ,由 (9.17.2) 给 出 的 最 小 能 量 对 应 于 n=1; 在 3/2< 名/ 只 区 512 时 ,加 是 莫 
态 ; 依 此 类 推 ,在 (2n - 1)12< BB,<(2n +1)/2 时 ,yp 是 基态 如 图 9-2 所 示 ,基态 随 /Bo 以 周期 
1 变化 . 

(e) 由 (9.17.1) 和 (9.16.8} 得 到 
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2 Eo 


[si ; n= -I : FA : n=l : FF : 
图 少 2 
1=< 双 | 肥 训 (- 丰 部 -二 时 ) ] = ;各 (- 疼 )(- 坟 部- 时 ) 
= (9.17.3) 
{内 了 的 平均 值 为 


D.= DU Rs = er (sg)[ (i - eyeojse JRas 


oh 砚 
= mR Pio) = 一 一 $l/ Bo) {9.17.4) 


由 9.17.2) 和 和 (9.17.4) 我 们 得 到 


E, = 到 (和 ) (9.17.5) 


补充 习题 


9?. 好 一 个 电子 在 一 个 沿 闭 = 轴 方 向 .强度 为 1 高 斯 的 磁场 的 区 域 里 运动 , 儿 定 这 个 区 域 可 以 看 作 是 一 个 非 
常 大 的 空 箱 ,0 委 xz<Le，- 所 3 委 忆 和 0 用 = 近世 ， 试 求 在 zy 平面 上 单位 面积 内 的 状态 数 ， 


答案 由 (9.10.11)，n = 曾 -0 


9. 均 在 不 采用 对 称 规范 4~( - 于 ,至 ,0 } 的 条 件 下 求解 问题 9.8. 证 明 (9.8.16) 中 的 能 量 本 征 值 并 不 

受 影 响 *. 

_1 BY BY 

答案 H= 志 |[ (p+ 名 ) + (p, -村 :) +] 
9.20 利用 公式 (9.9.2), 对 于 有 自 施 和 磁 浴 yx, 的 带电 粒子 求解 问题 9.3. 

答案 (5) 有 = 下 ( -六 了 -24) Bb) pro) = (Cr) pn): 

(0 (入 YY 入) -AAY $+ EV x (y° Sp). (9.20.1) 
9.21 如 按照 下 式 定义 电导 率 

= 深 {9.21.1) 


其 中 iw 是 单位 长 度 上 的 总 流 强 ,而 Y 是 电势 .所 考虑 习题 9.12. 在 该 题 的 条 件 下 ,如 = 所 六 ,多 一 
一世 ，Y=2EL， 沿 工 轴 方 向 的 总 流 强 为 (iw)z = Ni ,其 中 和 N 是 由 (9.10,10) 给 出 的 朗 道 能 级 对 应 
的 状态 至 求 出 在 该 情况 下 的 =， 


* 原文 在 此 有 "as they must be" 字 样 . 因此 说 法 不 确切 而 舍 去 一 一 详 者 注 . 
py 人 j= 喇 来 定义 电导 率 的 . 只 是 在 习题 9.12 的 特殊 情况 下 (9.21.1) 式 才 与 j= aE 


em 
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答案 go= ei/. 

9.22 考 虚 如 下 的 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 

Hr = (pp + p+ py)-— 吉 mowd(x + 好) ‘9,22,1) 

(a) 能 否 找到 由 Hs 和 工 . 的 公共 本 征 态 构 成 的 基 ?(b) 做 定 该 谐振 子 带电 荷 go 并 被 放 在 均匀 磁场 B = 
Bo$ 中 . 在 A4= 一 地 ?XB 规范 下 构造 系统 的 哈密 下 算 符 . 
答案 a) 能, 因为 [Ho, L.]=0; 
(b) H=2 (2 + pr + (到 tr + 4 到 tm )y | + Bpey 
-bx) 

9.23 回 到 习题 9.22.《〈a) 能 否 找到 由 9.22(b) 中 的 哈密 顿 算 符 与 上 . 的 公共 本 征 态 构成 的 基 ?{b)9.,22{a) 中 
给 出 的 基 与 本 题 (a) 中 给 出 的 基 有 是否 相同 ? 
答案 (a) 能 . 因为 [入 , L, ]=0;(b) 不 同 . 因为 [HH]0. 

9.24 考虑 在 强度 为 10 高 斯 的 均匀 磁场 中 的 复原 子 . 计算 氨 原 子 在 34 和 2p 能 级 局 的 乒 迁 所 对 应 的 3 种 


辐射 波长 . 


答案 Ri =AEai; BE=AEo+5 Bi Ey=AEy 5 4 =6500A; 423=6500+0.2A. 
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第 十 章 “” 量 子 力 学 问题 的 解法 一 一 部 分 人 


10.1 定 态 微 扰 论 


“保守 ”的 量子 力学 系统 {哈密 顿 算 符 不 显 含 时 间 } 的 研究 归结 为 求解 哈密 顿 算 符 的 本 征 方 
程 . 某 些 简 单 的 系统 一 一 如 谐振 子 一 一 具有 严格 解 . 而 一 般 的 方程 却 无 法 用 解析 的 办 法 求 
解 . 对 于 这 些 方程 ,我 们 必须 寻找 各 种 近似 解法 ,这 些 解法 通常 费 应 用 计算 机 来 进行 数据 处 
理 . | 

在 本 节 中 我 们 研究 的 是 应 用 而 相当 广阔 的 定 态 微 扰 论 . 在 物理 学 中 经 常 应 用 类 似 的 方法 
来 处 理 问题 . 我 们 首先 给 出 这 个 方法 的 基本 思路 ,而 这 必须 研究 在 初 阶 近似 下 被 和 忽略 的 系统 
的 高 阶 效 应 . 

微 扰 论 适 用 子 哈 密 顿 算 符 可 以 守成 如 下 形式 的 系统 ; 


H= H+AaAW (10.1) 


其 中 HH, 的 本 征 态 和 本 征 值 已 知 ,而 A 是 一 个 参数 . 算 符 AW 必须 " 远 远 小 于 ”HH, :也 就 是 说 
4 于 必 Ho 或 A 似 1 必须 满足 ,而 多 的 各 个 矩阵 元 应 该 与 Ho 的 相应 的 矩阵 元 具有 同等 的 重要 
性 一 一 说 得 明确 一 点 ,W 的 各 个 矩阵 泡 的 大 小 应 该 与 Ho 的 本 征 信之 间 的 间隙 差不多 ， 
未 微 扰 态 :我 们 假定 未 微 扰 的 能 量 (H, 的 本 征 值 ) 构 成 分 立 谱 EV 其 中 pp 是 一 个 整数 指 
标 . 我 们 记 FE; 对 应 的 本 征 态 为 | 几 》 ,其 中 附加 指标 ; 在 本 征 值 Es 简 并 时 用 来 区 分 E' 对 应 
的 各 个 线性 无 关 的 本 征 态 . 此 即 
Hl )= Ells) (10.2) 
这 里 | 各) 构成 态 空间 的 一 组 正 交 完 备 基 * 
| | 多》 一 9 6 
2 > 1 内 1=1 
微 扰 带 来 的 影响 : 当 ) =0 时 ,了 人 14) 就 等 于 未 微 扰 的 哈密 顿 算 符 吕 ， 互 (4) 的 本 征 值 
E(4) 一 般 与 + 有关. 图 10-1 给 出 了 当 4 变化 时 E(4) 的 一 种 可 能 的 变化 方式 ， 
在 能 级 非 简 并 时 , 微 扰 对 能 级 可 能 有 影响 (如 图 10-1 里 的 到); 也 可 能 没有 影响 (如 图 10- 
1 里 的 ). 对 于 简 并 的 能 级 , 微 扰 可 能 把 它 " 分 裂 " 成 不 同 的 能 级 (如 图 10-1 里 的 EE?) 一 一 此 
时 我 们 说 微 扰 解 除了 能 级 的 简 并 ;也 可 能 继续 保持 能 级 的 简 并 (如 图 10-1 里 的 EF?). 


定 态 薛 定 谓 方 程 的 近似 求解 :我 们 来 构造 哈密 顿 算 符 互 (1 ) 的 本 征 值 E(4) 和 本 征 态 | 网 
(2)). 


(10.3) 


HOA) { $e2)) = ECA) | #02)) (10.4) 
我 们 将 假定 E(A) 和 | y(3)) 可 以 按照 下 面 的 方法 展开 成 4 的 宕 级 数 .* 
FE(A) = eo + Ael + 7 + A + OA) (10.5) 


*， 原著 中 无 “完备 "二 字 . 而 (10.3) 的 第 二 个 式 子 就 是 | 内) 的 完备 性 关系 一 一 译 者 注 . 
** 这 实际 上 相当 于 寻找 (10.4) 具 有 (10.5) 和 (10.6) 形 式 的 特 解 . (10.4) 的 解 当 然 不 一 定 都 能 写成 这 各 
形式 ,对 于 那些 逢 我 们 应 该 运用 别 的 方法 来 构 车 一 一 译 者 注 . 


-1665， _ 量子 为 学 


一 一 


TH 人 


在 


图 办-1 


和 


(pA) = + A + a) + OT!) (10.6) 


当 参 数 4=8 时 ,我 们 得 到 Fi 的 能 级 和 相应 的 本 征 态 . 在 1 时 ,展开 式 (10. 引 和 (0, 人) 中 
的 每 一 项 都 远 远 小 于 前 面 一 项 ,在 实际 应 用 中 只 查 取 前 面 的 少数 项 就 足够 了 . 含 4 的 项 被 称 
为 一 阶 修 正 , 合 A? 的 项 被 称 为 二 阶 夏 正 , 恢 此 类 推 ， 


10.2 非 简 并 能 级 的 航 扰 


设 E, 是 未 微 扫 哈密 顿 算 符 Fe 对 应 于 本 征 态 |g 的 一 个 非 简 并 能 级 (可 以 差 一 个 常数 相 : 
因子 )}. 下 式 给 出 了 能 级 和 本 征 态 的 一 阶 和 二 阶 覆 正 (此 公式 将 在 习题 10.1 中 导出 ); 1 


rr 


了 立 
EQ)= Eras WI DW os) (10.7) 
pn 1 E. 一 五 
OD) lb) A yg) 
PPR { 对 


2 
4 E32l- (EY Evry 


| 


《1 
( 


十 六 2 可 | {+ OY (10.8) 


注意 ; 能 级 的 一 阶 修正 正好 就 是 微 找 项 4 人 W 在 未 微 扰 过 | 史 ) 中 的 平均 值 . 
10.3 葡 并 能 级 的 撤 抗 


假定 能 级 Ex 是 &, 重 简 并 的 我 们 来 给 出 计算 能 级 的 一 阶 修 正和 本 征 态 的 零 阶 修正 的 方 
法 .一 一 这 个 方法 的 详细 推导 见习 题 10.8. 


将 4 名 | 多 | 网) 排 成 一 个 g, x g, 逢 阵 (i 为 行 指标 而 i 为 列 指标 ). 这 个 矩阵 邦人 9 实际 上 
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是 殉 在 基 上 | 名 ?1 上 表 出 的 抢 阵 的 ~- 部 分 ”. 注意 W 是 由 EV 对 应 的 本 征 态 张 成 的 g。 维 空 
间 中 的 算 符 , 它 并 不 等 于 瑟 ， 砂 补 的 本 征 值 给 出 了 能 级 E* 的 一 阶 修正 包 ,而 多 名 的 本 征 矢 
量 给 出 了 对 应 于 E? 的 本 征 态 的 零 阶 修正 . 
记 & 为 Wm 的 特征 方程 的 根 { 即 W ”的 本 征 值 ), 简 并 的 能 级 区" 现在 分 裂 成 了 /0 个 
离散 的 子 能 级 
有 (= 有 十 (10.9) 


车 f= gg , 则 一 阶 微 扰 完 全 解除 了 能 级 的 简 并 ;车 /4 之 g, , 则 简 并 只 是 部 分 解除 ，f 可 以 
为 1. 

设 子 能 级 E,(4)= Eo + 2e1 是 9 重 简 并 的 ,此 时 有 g 个 线性 无 关 的 W 人 "的 本 征 矢量 与 
之 对 应 . 我 们 分 两 种 不 同 的 情况 来 考虑 . 

1, 如 果 只 有 一 个 精确 的 能 级 (2 ) 在 一 阶 近似 下 等 于 E,, ,而 且 这 个 能 级 是 og 重 简 并 
的 . [例如 在 图 10-1] 中 E54 能 级 在 1~>0 过 程 中 始终 是 2 重 简 并 的 ，] 此 时 昌 (4) 的 零 阶 近似 
本 征 态 无 法 惟一 确定 ,因为 我 们 只 知道 这 个 本 征 态 属于 昌 (4) 对 应 于 巨 (; ) 的 那个 9 维 本 征 子 
空间 . 这 种 情况 在 昌 (4) 和 XW 具有 相同 的 对 称 性 时 经 常 发 生 , 这 个 现象 称 为 (4) 的 本 征 简 
并 ， 

2. 第 2 种 可 能 是 有 若干 个 不 同 的 精确 能 级 EE(4) 在 一 脐 近 和 似 下 都 等 于 E,,，- 这 些 能 级 之 
向 的 差异 要 在 二 阶 或 高 阶 的 微 扰 计算 中 才能 显现 出 来 , 此 时 互 (1) 对 应 于 这 些 能 级 的 本 征 向 
划 在 一 阶 近似 ->0 时 都 趋 近 于 某 一 个 E,, 对 应 的 家 人 前 本 征 向 量 , 但 是 EE, ,对 应 的 W'" 
的 任意 一 个 本 征 矢量 却 不 一 定 是 真实 本 征 矢 量 的 一 阶 近 似 . 


10.4 含 时 微 扰 论 


考虑 一 个 哈密 顿 算 符 为 H, 的 物理 系统 . 我 们 假定 已 的 本 征 值 谱 是 非 简 并 的 分 立 谱 ( 本 
节 得 到 的 公式 也 可 以 推广 到 其 他 的 情况 ). 即 


Hol$)=E, 1) {10.10) 
设 H 与 时 间 无 关 , 但 从 z=0 时 刻 开始 ,系统 被 加 上 了 一 个 与 时 间 有 关 的 微 扰 项 
H(t) = Ho + iW(z) (10.11) 


其 中 4 为 参数 ,4<&1, 玉 (1) 是 一 个 在 :<0 时 为 0 的 与 Hs 同一 数量 级 的 算 符 . 设 系统 的 初 态 
为 H。 对 应 于 本 征 值 E, 的 本 征 态 , 我 们 给 出 在 一 阶 近似 下 系统 处 在 Fo 的 另 一 个 本 征 态 |$,》 
中 的 概率 P(t) 的 公式 , 这 个 公式 的 导出 见习 题 10.12. 


上 


PD) = 4 | fewale ar (10.12) 
wy = 冯 二 (10.13) 

Wi(2) 是 (1) 的 矩阵 元 
Walt) = C$ | W(#) | ph) (10.14) 


我 们 考虑 初 态 | 风 ) 到 对 应 于 连续 谱 中 的 能 量 E, 对 应 的 末 态 | 办) 中 的 蚂 迁 . 此 时 上 时刻 的 妖 
迁 概率 #1 yl:))[? 实际 上 是 概率 密度 . 我 们 必须 把 概率 密度 对 末 态 的 区 域 [ 即 所 有 末 态 构 
成 的 集合 ] 进 行 积分 才能 得 到 有 物理 意义 的 结果 . 

含 时 微 抗 论 的 一 个 非常 重要 的 推论 是 Fermi 金 律 ， 这 个 公式 是 在 常 微 扰 的 情况 下 导出 的 . 


ee 


i 


ne 


有 
| 
: 
量子 力学 | 由 
在 这 种 情况 下 , 夏 迁 只 能 在 能 量 相同 的 态 之 间 发 生 . 从 | 各 ;到 | 册 ) 之 间 的 胰 迁 概率 PP 随时 间 
线性 增加 ,县 有 : 


dPa (lt) 2r 
dt “于 


其 中 p(E,) 是 未 态 的 态 密 度 . + 


[C$ | WO TB) [plE,) {10.15) 


例 题解 管 


10.1 导出 定 态 微 摔 论 中 能 量 的 一 阶 修 正和 二 阶 收 正 的 公式 . 同时 给 出 本 征 态 的 一 阶 修正 . 
假定 能 级 非 简 并 . i 
解 sz 我们 将 哈密 瑟 算 符 加 成 下 型 厅 = Hs + XW ,其 中 EH 是 未 微 扰 系 统 的 哈密 顿 算 符 ,W 是 
微 扰 (A 才 1). 我 们 假定 微 护 系 统 的 本 征 态 | (4)》 和 本 征 能 量 F(A) 可 以 展开 成 的 赛 级 数 * 


(Ho— seo) a+ (Wo-e) la 1l)-eln-D +t -e100=0 《10.1.7) 


= 的 二 + 二 + (10.1.1) 

Ea) = eo + AeL + "+ Ares + OW) (10.1.2) : 

代 信 蔡 定 评 方 程 后 得 到 1 
4 2 1 分] = ‘Bre,] [Dx 1 9)] (10.1.3) 

令 4 的 各 阶 称 前 面 的 系数 相等 ,我 们 得 到 
Ho10)= so10) (10.1.4) : 

(Ho -ed)ll}+t(W-e)l0)=0 (10.1.5) | 

(Ho -so)12?+( 克 -61 -el0=n0 (10.1.6) : 

对 于 一 般 的 n ,我 们 有 
| 


注意 1yg(4)) 的 机 长 和 相位 是 可 以 随意 选取 的 , 我 们 需要 将 | (4)) 归 一 化 并 选取 相 因 子 使得 ; 
《0| 罗 (4)) 为 实数 . 由 此 可 导出 [ 注 ;这 是 计算 到 4? 阶 的 结果 1 i 


‘OID-1, 《401 人 =《110 = 0， (012) = (210) = 地 (11D {10.1.8) 


对 于 一般 的 ,我 们 有 [ 注 :这 是 计算 到 x* 阶 的 结果 ] : 
(O10 = Cn10) = (nm11l) t(D 2 : 


(10.,1.9) 


在 4 一 0 时 ,我 人 有 eo= EY. 此 时 利用 (10.1.4) ,我们 看 出 | 上 ;正比 于 10》 ,于 大 我 们 可 以 取 | 员 = 
102, 将 (10. 相 式 用 (上 | 左 乘 


-11+ |W-e)lD=0 (10.1.10) | 
(10,1.10) 的 第 一 项 为 零 ; 由 此 得 出 
el = WIO = 《南环 [下 (10.1.11) 
近似 到 一 阶 时 ,我 们 有 
EA) = EY +A WI) + O(a) (10.1.12) 


我 们 看 出 能 量 的 一 阶 入 正 就 简单 等 于 微 扰 项 W 在 未 微 扰 态 | 史 ) 里 的 平均 值 ， 将 (16.5) 式 用 基 据 
《 负 | 左 先 , 我 们 得 到 


* 请 参看 (10.5) 和 {10.6) 式 的 译 者 注 一 一 译 者 注 ， 
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10.2 


Et 0 (pn) 【10,1.13) 


这 给 出 方程 
(ED — ES) I+ WIls)=0 {10.1.14) 


利用 基 矢 的 正 交 关系 ,得 到 ， 
(办 11)》 = Fpm (入 | WI1$) {pn) (10.1.15) 
p 一 了 上 


上 由 于 ! 克 11 = <011》 = 人 6, 我 们 得 出 


11) = Sy BWI) |,) (10.1.16) 
Pen Ep — Es 
修正 到 一 阶 的 相应 于 未 微 扰 态 1$, 的 fH 的 本 征 态 可 写成 下 型 ， 


1 = 上 和)+ A |W 由》 
pn 


下 n 
ET 一 EW 


1 $,) + OA:) (10.1.17) 


要 给 出 能 量 的 二 阶 修 正 ,将 (10.1.6) 式 左 滋 * 丰 | 
《由 | (CH, 一 五 由 1 2) + 《而 | 《研一 el) | 1) 了 ez | 而》 = 0 {10.1.18) 
这 给 出 6 = (加 1 玉 |1). 将 (10.1.16) 代 入 | yp(4)) ,我 们 得 到 


= (10.1.19) 
Pn -x "pp 
计算 到 二 阶 的 能 量 为 
EA) = EO +ACS WI tO ) (10.1.20) 
pn 


Ev Ed 


考虑 一 个 在 二 维 对 称 无 限 深 势 阱 里 运动 的 粒子 . 该 粒子 受到 一 个 微 扰 W = Cry, 其 中 
C 为 常数 (a) 未 微 扰 系 统 的 本 征 能 量 和 本 征 态 是 什么 ?”(b) 计 算 能 量 的 一 阶 修正 ; (c) 
给 出 第 一 激发 态 的 波 函 数 .* 

解 BF (a) 未 微 扰 系统 的 波 函 数 和 本 征 能 量 为 (参照 第 三 章 ) 


2 .| fa 
Pe, {Ty) = Fs sin( E222) (10.2.1) . 
这 庆 
Em,,, = Dt + n2) 《10.2.2) 


{b) 此 处 原文 为 :The first-order eorreection to the energy is given by 


(1 ~ (0 ‘oy 
Eu = Cpe, FW | ye, (10.2.3) 
Thus, 
, 4 六 . 2 [ 2 | 1 
a 


由 于 二 维 对 称 无 限 深 势 肘 的 能 级 一 般 是 简 并 的 . 因此 必须 应 用 简 并 能 级 的 微 扰 论 来 进行 处 理 一 -如 
本 是 (ec) 中 所 做 的 那样 . 这 里 的 做 法 是 错误 的 . 因此 译 者 将 问题 的 这 一 解答 删 去 . 
(c) 为 构造 第 一 激发 态 对 应 的 波 函数 ,需要 计算 如 下 的 矩阵 元 


PI WEED = (WIG) = LC (10.2.5) 
和 
CG | WB) = (pW 1 = ac (10.2.6) 


* 由 于 第 一 激发 态 是 简 并 的 ,所 求 的 是 零 阶 近似 下 的 第 一 激发 态 的 波 函 数 ~ 一 译 者 注 、 


780， 


量子 力学 
这 样 , 对 应 的 下 的 本 征 方程 可 以 写成 


1 256 
4 817 i ul 
Do |- | 《10.2.7) 
256 1 tt Wz 
Bz 4 
其 中 为 :=( 才 + 准 )C ,w= 方 ,w4= 方 或- 方 ' wz= ~ 方 . 注意 第 一 激发 态 是 2 重 简 并 
的 ,两 个 零 阶 近似 波 函 数 是 


wo = 方 (如 + J .= 方 (9 — gl ) (10.2.8) 
10.3 考虑 一 个 弹性 系数 为 , 约 化 质量 为 x 的 谐振 子 . 加 在 庄 振 子 上 的 微 扰 项 为 W=ax 
计算 波 函 数 的 一 阶 修正 和 本 征 能 量 最 低 阶 的 非 零 修正 
: 活 # 访 ” 系 统 的 哈密 顿 算 符 为 


年 时 2 3 
H=H+i+W-= Fr dz + 广 好 十 ax 
二 j ho, 对 应 


{10.3.1). 
未 微 近 哈 密 顿 咎 符 的 本 征 能 量 为 EX- {x+ 十 


的 本 征 态 为 


$0 (x) =A/ 5 寺 TV Ee” *H, (War) (10.3.2) 


其 中 a 三 mwl ,H, 是 厄 米 多 项 式 . 由 于 在 计算 能 级 的 一 阶 覆 正 时 ,我 们 必须 计算 奇 阔 数 在 实 轴 上 的 
积分 ,而 这 个 积分 是 0, 所 以 我 们 得 到 E29 = 《x |ar?|&) =0. 对 于 能 级 的 二 阶 杉 正 , 我 们 有 


2 3 2 3 2 
E® = | 
> Es 一 Enrs 下 = 一 Et 


Finlarln DD ,linlar 1 一 3 
E, — Er _ E, — E,-s 


(10.3.3) 
这 个 结论 的 导出 带 要 借助 于 1 tn | ar 1 my = a Sn 1 zx 1 | 1m). 所 带 的 答 孟 元 为 


nl Qt |n+ = atn|x tant2 lalnt3) -arf (e+ tt 


(10.3.4) 
anlarllnt+1)= al{n|z {nt+2n+2|1 zlnt+1)i+(n|z lnyenlzrlnt+1)] 


E3 
= 3ay <E (10.3.5) 


nlar | 下 一 起 = atnlz ln~2 a-2|Irin— 1 rtnlr {ntnlrln-1) 
3 
_ 如 

> day ge 


(10.3.6) 


(nlar|ln-3)=atnlz [nDln -21 rln-3) = aA/ eee 
代入 (10.3.3), 得 到 


{10.3.7) 
, ED = -并 (x +n+ 疡 ) (10.3,8) 
在 计算 波 函 数 的 一 阶 修正 时 也 要 用 到 上 述 矩 距 元 


元 . 计算 结果 是 


10.4 
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Fn ™ 二 
+ 3aM BE -3 + DY 2 $Y gw, | + O(a?) 


【10.3.9》 
考虑 一 个 在 宽 为 a 的 一 维 无 限 深 势 阱 里 运动 的 质量 为 m 的 粒子 
0, 0x 人 Aa 
V(x) = | 《10 ,4 ,1) 
co， 其余 
加 在 粒子 上 的 微 扰 形式 如 下 : 
W(xz) = aw d(x — af2) (10.4.2) 


这 里 a 是 一 个 有 能 量 量 网 的 实 常数 ，(a) 计 算 能 级 到 w 一 阶 的 修正 .(b) 本 问题 不 用 
微 扰 论 也 可 以 求解 . 构造 本 问题 的 严格 解 . 定义 =vV2mEj#7. 证 明 系 统 可 能 的 能 级 
由 下 面 两 个 式 子 中 的 任 一 个 给 出 ， 


sin[ 笋 )= 0 或 mn( 学 }=- 大 【10.4.3) 


2 2 Merup 


这 些 结果 是 怎样 依赖 于 wo 的 绝对 值 和 符号 的 ? 在 wo 一 0 时 ,验证 (a) 中 的 结果 . 
: 解 巍 (a) 未 微 护 系 统 的 能 量 本 征 值 和 本 征 函 数 由 下 式 给 出 : 


Pr) =af Zsn( za )， EO = 三 (10.4.4) 
能 量 本 征 值 的 一 阶 杉 正 为 
AE = ($0 | Wg) 
一 二 | sin (E28 jauosfz 一 也 jdz 
| 天 奇 
= (10.4.5) 


0，x 偶 
(b) 为 求 本 问题 的 严格 解 ,如 图 10-2 所 示 ,我 们 将 势 阱 分 
割 成 两 个 区 域 , 和 十，I 区 和 五 区 的 波 画 数 分 别 是 业 I 
=Asin(kr) ,pn = Bsin[k(a 一 之 )] 从 边界 条 件 yi (x = 
aj2) = pulx = ef) 推出 4 = 5B. 利用 归 一 北条 件 
上 1 plzr) ldr =1, 有 A=B=V 2xnfa, 从 多 [z= 


af2) 和 省 zz= af2) 的 导数 桥 变 条 件 ,我 们 得 到 


; ， aa 
Piz al)= rlz = oD) -lm WU) Zsin( kz)de 


= grr = af2) 弃 V 2awosin( kal2) (10.4.6) 
此 寻 

Reos( ha/2) = - Reoe( haf2) — Tepe sin( hal2) 
这 样 


2 2 
2kece( half2) = - sin( kaf2)=>tan( haf2) ~ 二 让 {10.4.7) 
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在 sin( ha/2) =0 时 ,我 们 得 到 对 于 =xnf2 的 未 徽 扰 解 ,其 中 # 是 偶数 .在 wo-*0 时 ，- 各 Jrmauo 
土 co; 对 于 奇数 的 ,110.4.7) 在 内 =7j2+ nr 或 上 =xnja 时 满足 .在 = 为 奇数 时 引 人 z = kaj2 
二 nm/2. 此 时 tan( a12) = ootz. 利用 ootz 在 0 附近 的 展开 式 , 我 们 得 到 


1 1 ka 天 大 
Ootz 二 二 六 = tan( 学 ) = 一 疡 和 {10.4.8) 
利 骨 (10.4.7) 中 最 后 一 个 等 式 , 导 出 
2 
和 如 .= 去 [ 蛙 4/ ( 吾 】+ 台 各 ), 应 用 关系 
k= 去 [到 十 (至 ) + ) {10.4.10) 
和 如 下 的 展开 式 VT+e =1+ 二 +…(s<&1) ,我 们 得 到 
一 二 (于 + 开 1+ (&) So ~ Me + a . (10.4.11) 
2 la 三 po 真 好 XH 让 六 入 可 
能 量 本 征 慎 为 
E, = 与 -~ 入 (10.4.12) 


{10.4.12) 右 边 的 第 一 项 对 应 于 未 微 扰 的 能 量 本 征 值 ,第 二 项 就 其 我 们 在 (a) 中 得 到 的 一 阶 桥 正 . 
一 个 质量 为 mz 的 粒子 在 边 长 为 L 的 二 维 方 箱 里 运动 . 箱子 里 有 一 个 由 下 式 给 出 的 贡 
势 场 


V(xz, y) 二 VoLi8(z — zo)B(y — yo) (10.5.1) 


(a) 计算 基态 能 量 的 一 阶 修正 ;(b) 给 出 基态 能 量 的 二 阶 覆 正和 基态 波 函 数 的 一 阶 修正 
的 表达 式 , 在 {zo， yo) =( 上 Lj2, Lj2) 时 你 应 该 如 何 进行 具体 计算 ?(c) 在 ve 阶 上 给 出 
第 一 激发 态 的 能 量 的 表达 式 , 在 (x。, yo) = (Lj4,L/4) 时 能 级 的 辟 裂 有 多 大 ? (d) 对 于 
第 一 激发 态 , 找 出 V(z， y) 中 的 点 (xz。， yo) ,使 得 能 级 简 并 不 被 解除 . 用 对 称 性 解释 你 
所 得 到 的 结果 . 

解 F(a) 系统 未 微 扰 态 的 本 征 函数 和 本 征 值 是 { 见 第 三 章 ) 


P(x, y) = Fsin( Pr )sin (Ey ), EE = En + 2) {10.5,2) 


基态 是 非 简 并 的 ,但 是 由 于 E 多 = 上 多 ,第 一 激发 态 是 简 并 的 . 对 于 基态 ,能 量 的 一 阶 修正 为 


Em = _ 《8 | YI Hy= 志 | | sinz (Pr d(x — zo) Hy ~ wdrdy 


= 4Vosin 机 (10.5.3) 
《b) 基态 的 二 阶 收 正 为 


| (0 | | 10) 2 
EY?! 二 > Ch mr 一 #1 ) | 
Eir 一 E,. 直 


nr 
{1 1) 


> Ee( ( 王 )sn (路 ) YL28(z — xo)8(y — ysin (PF )s (PF)ardy| 
Ti 


ta Dy (2 ~ nC) 


EE OT Me Oa ert rr tre er rrr nr mea rr Perr rr ae moe rr em 


a 


Fe 
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wn (En( 训 sn( 宇 jsn( 学 )] (10.5.4) 


Ez(2 一 nz: — hk:) 


2 


浊 类 
{ne 1) 


对 于 (2 ， 加 ) = 二 《Lf 人 2, 工 /2), 我 们 有 
2 
， , 上 
Fa- vy 16Visn( 滁 ) sin{ 苹 ) Via ( ) 
nL 之 mA 2 2s  ， 开 衣 人 (2— nt — Ry 
tn, Rt1, 1) F312 一 大 ) 人 Yl, 1) 
(10.5.5) 


基态 的 一 阶 修正 为 


Oy (0) 
TAN 《TY 
= S , 
| 
(Cn, EH. 1D) 


-3 ze (EF) ae -on 
一 直 


tr 1 1) ml 2 一 


x sin( 2 )sn( Rr )aray | 子 sn( HE jan(z) 


4Vosin| 到 jsin{ 邓 )sn( we jsn( 加) 


之 - x 二 . ~ “ 六 sa( 王 )a( 忠 | 
(nl, D) 


(10.5.6) 
问 到 xz = yo = 上 12 情况 ， 代 人 = 2p+i 和 外 = =2g+1, 我 们 有 


4mLYV, + (2p+ Drrl], {2g+ ry 
{tl) 0 1) ep + inr eg + Lny 
和 一 PE +g+p+g) Ji | IL Jsin, 5 | 


(10.5.7) 
(c) 第 一 激发 态 是 简 并 的 ,EW = EE ,由 10.3 节 , 久 期 方程 为 
Vi 一 下 也 Van 
= 必 (10.,5.8) 
Va, 12 Va 1 E 公 
由 此 得 到 
El = 于 [va + Yat.ai 土 Vv (Ve, 2 Vaan) +41 Vo [7] (10.5.9) 
其 中 Vi 一 <nl Vz, y)|my 
Vi m = 4Vosin( Tee jan{ 2 jaaf 2 到 jsn( >) {10.5.10) 
对 于 xo= yo = Li4, 我 们 有 Vea, = Yh,2 = Va, 1 = Va,a =2Vo ,由 此 
| 0 
Eb =3[2V +2V, + VV 2m ay ]= 1 (10.5.11) 
0 
(d) 当下 式 满足 时 第 -一 激发 态 的 简 并 不 会 解除 : 
(V2 — Vaa) +d| Via, a1 = {10.5.12) 


由 此 
Dan) 


i- 


he ene ee en er erp Pe em 


ee We em 


es 
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=0>sn (2 ) -~ sin( 23" )= 0 (10.5.13) 


由 于 每 个 re 和 yo 都 必须 取 下 面 的 值 ;0,L 和 Li2. 通过 任意 组 合 我 们 得 到 二 维 箱子 中 的 9 个 点 . 只 
有 在 这 9 个 点 上 加 上 本 题 中 的 微 护 才 不 会 改变 系统 的 对 称 性 . 
10.6 一 个 质量 为 m 的 粒子 ,哈密 顿 算 符 由 下 式 给 出 


2 2 3 
+ 2 0 扫 r 扫 4 
= (10.6.1) 
也 
大 -， r2>a 


其 中 z=v x + yy, 利用 微 扰 论 培 出 基态 能 量 的 二 阶 修正 . 
:第 :4 将 哈密 顿 算 符 写 成 下 型 : 


2 
H=E + Fm + V(r) = Ho+ Vr) {10.6.2) 
m 2 
其 中 微 扰 项 为 
0， 0ra 
VV= (10.6.3) 
一 mw rf2, ra 


HH 的 基 碍 沪 画 数 为 和 (7) = 襄 /7exp( 一 埃 7 )， 其 中 = Rw， EW? = ho( 在 记号 各 中 一 个 


下 标 “0 代表 的 是 未 微 扰 的 哈密 赋 算 符 的 本 征 函 数 ,而 另 一 个 下 标 “0" 表 示 基 访 . ). 计算 到 一 阶 ,我 
们 有 


| 

(10.6.4) 

或 Eo =m- 地 [1+ me |ecp( - Ze )， 当 hw<<mo? at 时 这 个 结果 是 有 意义 的 . 计算 到 二 汾 ， 
第 一 个 对 能 级 修正 有 贡献 的 态 是 能 基 为 3h 的。(7). 它 满足 


-让 (m0( 旺 2)wooy -二 [- 时 (富生 


(10.6.5) 
这 样 我 们 有 下 面 的 近似 结果 :* 


ml 


{10.6.6) 
这 种 分 析 方 式 只 有 在 > mw a 从 时 才 失 效 ， 
10.7 考虑 一 个 三 维 状 态 空间 的 问题 . 在 取 定 的 一 组 正 交 基 下 哈密 顿 算 符 由 下 面 的 抢 阵 给 出 


10 0 0 C 0 

互 =|03 0l+lico no (10.7.1) 
00 -2 lo oc 

* 由 于 能 级 的 二 阶 覆 正 公式 中 包括 无 限 求 和 ,因此 本 题 只 能 做 近似 计算 一 一 译 者 注 . 
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这 里 在 = 站 + 站,C 是 一 个 常数 ,C1，(a) 构 造 让 的 精确 本 征 值 ;(b) 利 用 二 阶 微 拢 


论 给 出 本 征 值 ;(c) 比 较 (a),(b) 的 结果 . 
:和 鳃 ， (9) 让 的 本 征 值 是 方程 det( 六 -aI)=0 的 根 


l-aAa CC 0 


i-a 七 
= (C—-2-1) 
‘CC 3-1 
= (CC-2-A)A -44+3- GC] (10.7.2》 
其 中 X=C-2,2+ty 1+C, 
{b) 能 级 的 二 阶 覆 正 可 写 为 E, = E+EW + ECO, 即 
HalHe (10.7.3) 


(E), = (Pr) + (HB), + 3) por fr 
tr 贞 


Ei 


易 见 (FH'); =1, 3 和 一 2. 能 量 的 一 阶 修 正 由 二 =0,F =0,H =C 给 出 , 对 于 二 阶 椒 正 , 我 们 得 


到 
Hi HH} Hi;H Co 
[| 十 1 并 13 431 一 一 四 
Eb Em -EM!ES -Em 3+ (10.7.4) 
@) _ _ Ha Hl HasHy _ CG 0. 
一 了 -+ 31+ (10.7.5) 
和 
Hi H! Hy H!} 
【2 | 13 所 工 23 
Es TEV + ED ~ EW (10.7,6) 
即 
CC 
PE = 1 和 与 《10.7.7) 
CC 
BE =3+ 和 与 (10.7.8) 
和 
Ey =-2+C (10.7,9) 
{c) 将 2+w 1+ 忆 展开 


1 


VITG - 1 
2 VItC =2+ (1+FC + )=3+40,1- 1c (eeD (10.7.10) 


这 与 (10.7.7) 和 (10.7.8) 的 结果 吻合 . 
10.8 导出 简 并 态 的 一 阶 微 拢 修正 公式 ( 见 10.3 节 ). 


: 沽 :。 假 定 能 级 E, 是 g 重 简 并 的 . 我 们 有 g 个 正 交 的 态 撩 


Ho ll) = E,|#) 


(10.8.1) 
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在 包 上 加 上 一 个 微 扰 4 研 ,重新 将 | 办 ;组 合成 10) 以 便 构造 与 之 相关 的 一 阶 能 级 修正 。* 


Hot+ AW] IO = (EE, + Ae) 1 0) (10.8.2) 
此 即 . 
《类 | 10) = et 类 10) (10.8.3) 
利用 | 党 的 正 交 完备 性 得 到 
D0 = 0 (10.8.4) 
由 于 |0) 是 Ho 本 征 值 为 E, 的 本 征 闵 , 它 与 所 有 的 | 此 》,p' 了 关 pp 正 交 . 由 此 
3 1 WW1 由 和风 10) = el 灶 10) (10.8.5) 
定义 短 阵 EW? | 为 
WW | (10.8.6) 
方程 (10.8.5) 等 价 于 矢量 方程 We 10) = e10}. 这 样 : 的 可 能 取 秆 就 是 下 列 方程 的 解 : 
det( W*? — A1)=0 (10.3.7) 


10.9 一 个 质量 为 m 的 电子 在 边 长 为 a 的 尘 维 箱子 里 以 能 量 3m him? 运动 . 在 x 辅 方向 上 
加 上 一 个 场 强 为 e 的 弱电 场 ; 微 扰 项 为 WW = sz. 计算 电子 能 量 的 一 阶 修 正 ， 
解 5 三维 箱 子 里 的 自由 电子 的 能 量 为 x? hn?/2ma? ,我 们 得 到 n2 + #2 十 4 二 6. 满足 已 知 
条 件 的 3 个 (mu ,n,n, ) 分 别 为 


(ns ny 2) = (1, 1, 2) 


(zzz ， 再 y ， ns } 三 (1, 了 1) 


{ns Ny Ns) = (2,1, 1) (10.9.1) 
相应 的 态 是 3 重 简 并 的 ， 相关 的 滤 函 数 为 
bin -NV Ssn( sn()sn(2e) (10.9.2) 
Ba -Ssin(E)sn (2 )sn(eE) (10.9.3) 
和 芝 2 = 号 an{2 jsn( 空 )an( 至 ] 《10.9.4) 


注意 到 42, 1, 1z|2, 1, 1)=《1,2, 1|z11, 2, DD)=《1, 1 21z11, 1, 2), 以 及 


‘2, 1,11z12,1,1) = sn (SE )az (ja ssin (EE)as 
= sn (BE )de = 子 (10.9.5) 
类 位 地 可 以 证 朋 ¢2, 1, 1|z|1， 2, DD={2, 1, 1|zl1, 1, 2)=41, 2, 1lz|1, 1, 2)=0. 
这 样 W 所 有 的 非 对 角 和 矩阵 元 都 为 零 而 微 扰 后 的 能 级 由 下 式 给 出 ， 


3 i 
E= 一 + (10.9.6) 


Pu 


* 此 处 原文 为 “we seek the possible energy levels € corresponding to the first-order correction state |0)”. 这 个 
说 法 是 错误 的 ， 在 简 并 态 的 微 扰 中 ,由 于 存在 不 止 一 个 具有 同样 的 零 阶 能 量 但 互相 正 交 的 状态 ,在 (10.8.2) 
和 (10.8.3) 式 中 取 (10) 为 某 -- 个 | 多; 一 般 是 不 行 的 一 -从 (10.8.3) 式 就 可 以 着 出 ,在 此 式 右 边 为 零 时 左边 却 
不 一 定 为 零 . 这 就 出 现 了 矛盾. 西 此 在 简 并 能 级 的 微 扰 处 理 中 我 们 首先 要 把 1 此 ?重新 线性 组 合 起 来 得 到 
10) ,使 得 (10.8 ,2 和 (10.8.3) 式 都 不 市 盾 . 这 才 是 (10.8.2) 和 (10.8.3) 的 真正 含义 一 一 译 者 注 . 
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10.10 一 个 氨 原 子 被 放置 在 一 个 沿 着 z 轴 方 向 的 均匀 静电 场 s 中 ,描述 这 一 相互 作用 的 哈 
密 顿 算 符 为 


W = 一 ecx (10.10.1) 


在 实验 室 里 得 到 的 典型 电场 都 满足 W 所 日 ,. 微 扰 将 氧 原子 某 些 态 的 简 并 解除 ,这 个 
现象 称 为 Stark 效应 , 计算 wn =2 的 氢 原 子 态 的 Stark 效应 ， 

解 fF 在 计算 微 扰 对 应 的 矩阵 元 之 前 ,我 们 注意 到 只 有 在 宇 称 不 同 的 状态 之 间 的 微 扰 矩阵 元 
才 可 能 不 为 零 . 在 =2 时 ,只 有 在 1=0 和 1=1 态 之 间 的 微 扰 矩 阵 元 才 可 能 非 零 . 利用 对 称 性 ,两 
个 态 之 间 的 mm 必须 相同 , 即 

2s 2p, 浪 二 必 2p, m= 1 2p, m =—1 


0 ‘I2sIWi2p,m=00 0 0 
《2p m= 0|W |2s) 0 0 心 
= {10.10.2) 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


通过 简单 的 计算 得 到 <2p, nr =0| WW12s) =3enos 其 中 an 是 琉 尔 半径 . 由 于 矩阵 元 线性 地 依 囊 于 。， 
这 个 修正 称 为 线性 Stark 效应 , 选择 一 组 将 微 抗 算 阵 对 角 化 的 基 : 


i 1 2p, mm =— 1), | 2p, mm = D, 方 (12s， m= 人 0+l2p, m = 00), 
方 (2 im = 0 -12p, m = 0))| {10.10.3) 
10-3 唯 象 地 说 明 线性 Stark 效应 是 怎样 解除 n= 二 2 的 能 级 的 简 并 的 . 


站 (sr0yH2par0y) 


3eq0e 
Pum= ~—1> 和 2P,ne=1> 
3eupE 
声 Iswr0-pporo) 
图 10-3 


10,11 如 网 10-4 所 示 是 一 个 由 1 个 A 原子 和 3 
个 BB 原 子 构成 的 四 原子 平面 分 子 . 分 子 ( 四 
中 的 电子 可 以 着 作 是 在 原子 核 附 近 送 动 
的 . 如 果 电 子 在 A 核 附 近 运 动 , 设 能 攻 
为 EV ;如果 电 子 在 B 核 附 近 运 动 , 设 能 


景 为 EI, 其 中 ES<E0， 定 义 如 下 的 @ 0 

状态 ， 

1 1 = (1000), | 2; = (0100) Cs) Co ) 
(i (3) 

13》 = (0010), 1 4) = (0001) 


(10.11.1) 图 10-4 


ta) 在 一 阶 近似 下 ,电子 不 能 从 一 个 原子 移动 到 另外 一 个 原子 . 在 由 基 直 二,|2》,13》， 
i4)| 张 成 的 线性 空间 里 给 出 电子 近似 的 哈密 顿 算 符 HH ;(b) 假 定 电子 能 在 A 原子 和 B 
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原子 间 来 回 运动 ,但 不 能 在 B 原子 之 间 运 动 . 记 a 为 电子 在 A 原子 和 8B 原子 之 间 运 动 
对 应 的 能 量 ,此 处 a 安 E,. 试 写 出 对 应 的 微 扰 哈密 顿 算 符 ;(c) 利 用 微 拢 论 计 算 |1) 的 二 
阶 能 级 修正 和 12 、|3》、14》 的 一 阶 能 级 修正 ;(d) 计 算 严 格 的 能 级 修正 ,并 证 明 在 a 尽 
EE 时 此 结果 与 (ce) 相符 .* 
往往: (在 基 !| 坟 .12》、13 147 中 哈密 额 算 符 HH, 可 取 为 
EY 0 0 0 

0 EY 0 0 


H, = | (10.11.2) 
0 0 Em 0 


0 0 go ES 


{b) 微 扰 哈密 顿 算 符 W 给 出 了 状态 11 到 每 一 个 状态 |22 ,13》、14) 之 间 的 路 迁 . 


人 

= 
| 
已 | 


W = (10.11.3) 
al0 0 0 


al000 
《c) 能 级 如 非 简 并 . 由 (10.7) , 微 扰 W 引起 的 能 级 一 阶 修 正 为 


4 。 2 2 
FE? = Em+(IWID+Y) 和 = ED + Et Sp (10.11.4) 
ff 1 ' 1 2 


能 级 12)、13》.14}) 是 3 重 简 并 的 . 我 们 必须 用 简 并 态 微 扰 论 来 处 理 . 由 于 多 在 |2》、13》 ,14) 之 间 的 矩 
阵 元 为 零 , 久 期 方程 为 


def| 0 人 0 一 0 |=0 (10.11.5) 


此 即 -e =0. 从 而 能 级 EV 的 一 阶 修正 为 堆 
El = EY ， EY 一 EY, El™ 二 EW {10.11.6) 


在 一 阶 微 扰 下 简 并 未 被 解除 . 
(d) 总 哈密 顿 算 符 为 


i em sm eaw etrmotre en 


FE a a 酝 
a El!” 0 0 : 
万 = (10.11.7) 
a 0 Em 0 
a 0 0 E® 
为 求 豆 的 本 征 值 ,我 们 必须 求解 方程 det( 刀 ~- x7) =0. 直接 计算 得 到 
(ED ACED AP -30(ED ~- AY =0 (10.11.8) 
和 


(ED AL(E® ~ (EP -4)-30]=0 (10.11.9) 


_* 本 题 给 出 了 分 子 的 一 个 粗 楼 的 唯 象 模型 . 严格 来 说 ,本 题 的 做 法 并 无 多 少 物理 机 制 可 言 ,只 是 为 读者 
渡 示 了 “原来 也 可 以 如 此 "而 已 , 这 种 层次 上 的 物理 模型 党 被 戏称 为 "toy modei” 一 - 详 者 注 ， | 
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我 们 有 


41,2z = 去 [EP + En)+v (ET EM) + 122], 43,4 = EY 《了 0.11.10) 


我 们 发 现 .能 级 E2? 的 简 并 只 会 部 分 解除 ,而 不 会 被 全 部 解除 . 对 于 aE , 我 们 有 


7 
hz = [EP + ED) # (EP - ED) 1+ ram smy | 


全 (0) 二 六 他 人 天 加 ( 6a- 
3 [EP + EP) (EP - ED) (1+ rEmEEpy)| (10.1L1 
由 此 
4 二 风土 3a: A = EY -3 (10.11.12) 
II EM-EY’ ? ? EV-EY 


这 个 结果 与 Ea 的 二 阶 修正 (10.11.4) 和 El? 的 一 阶 修正 陶 合 . 
10.12 导出 一 阶 含 时 微 扰 论 下 的 跃迁 概率 公式 . 
- 租 i39 。 记 c, (0) 为 状态 | 光 划 在 基 1| 上 让 中 的 分 量 


L180) = Oo) By, lt) = 6 |p)) (10.12.1) 
定义 Wi = 各] 多 | 赤 ), 薛 定 坦 方程 为 


入 是 | ga) = [Ho + AWOE)] | pr)) (10.12.2) 


a a mr 


将 (10.12.2) 用 (# 左 肪 并 利用 (10.12.1) .我 们 有 


读 2 的 = Eee(D+ DAWa tt) i) (10.12.3) 


引 人 Bohr 角 频 率 w= ( 开 一 让 ?天 并 将 c (=a (ie 至 代 人 ,010.12.3) 成 为 


i Se = a Sew WwW, (1)a, (1) (10.12.4) 
此 
将 a (1 展开 成 4 的 者 级 数 
Ge 十 (十 和 ft) + (10.12.5) 
我 们 来 寻找 展开 到 4 一 阶 的 解 , 假定 在 *<0 时 系统 处 在 | 纪 ) 态 , 草 由 {10.12.1) 利 c (1) 与 a (1) 
之 间 的 关系 我 们 在 
aslt = 0) = (10.12.6) 
将 (10.12.5) 代 人 {10.12.4) 并 令 等 式 两 边 如 项 的 系数 相等 ;得 到 (利用 (10.12.6)) 
M (1) 
1 da = De Was 总 一 eu'W,. (2) {10.12.7) 
将 方程 (10.,12.7) 积 分 后 得 到 
名 人) = 言 | eacWasttdt (10.12.8) 


由 (10.12.1) ,状态 | 区 > 和 状态 (|#) 之 间 的 路 迁 概率 等 于 P (让 = Icytz)1. 注意 到 ay (1) 和 cy(z) 
模 长 相同 以 及 ay (1) 近似 到 一 阶 的 结果 


artt) = at (1) + Ma (¢) (10.12.9) 
由 于 奢 迁 总 是 在 不 同 的 状态 之 间 进 行 的 ,我 们 有 a 几 =0. 再 应 用 (10,12.,8) ,最 后 得 到 


2 Er - - 2 
Pl) = A lan) = | ew Walt )d (10.12.10} 


10.13 考虑 一 个 角 频 率 为 wo ,电荷 为 g 的 -- 维 谐振 子 . 在 :=0 时 ,振子 处 于 基态 . 在 = 时 间 
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段 里 加 上 一 个 电场 ,此 时 微 扰 哈密 顿 算 符 为 


— qr, 0 和 StET 
W(t) = (10.13.1) 
0， 其 余 


其 中 。 是 电场 强度 而 x 是 位 置 算 符 . (a) 利 用 一 阶 含 时 微 扰 论 计算 系统 到 n = 1 状态 
的 贱 迁 概率 ;(b}) 利 用 一 阶 含 时 微 扰 论证 明 到 = =2 状态 的 牙 迁 是 禁 戒 的 . 
解 8 {a) 记 Pu 为 从 基态 到 w=1 状态 的 幅 迁 概率 ,由 一 阶 含 时 微 扰 论 得 到 


p= Be wiod| = | 二 ed az)(- ez) 和 (zaz| 


(10.13.2) 
这 里 加 (xz) 和 ifz) 分 别 是 坐标 表象 里 n =0 和 w=1 的 状态 对 应 的 能 三 本 征 消 数 . 利用 第 五 章 中 
得 到 的 谐振 子 的 有 关 结 论 我 们 有 
1 lizy 
(x) = ymep|- 填 ( 冯 ) | 
2 
$Cr) = |- 去 (去 ) | (10.13.3) 


其 中 m = 站 .将 其 代 人 (10.13.2) ,得 到 


P(r) = 训 je 革 元 ja a - - -| en ‘| = 1] 
| (10.13.4) 
fb) 对 于 *=0 到 ==2 的 一 阶 跃 迁 ,我 们 有 
pL (ry) = 立 ee IwiI varl (10.13.5) 


z =A/ (a+a')( 见 第 五 章 ) ,由 此 得 到 


(QI WIO= (2 (~ ger)10) = gy C21 {arta)l0 =0 (10.13.6) 


最 后 得 到 P(r)=0. 
10.14 考虑 一 个 在 均匀 电场 中 运动 的 一 维 谐振 子 . 这 个 微 扰 电场 按 如 下 的 形式 依赖 于 时 人间 


efzt)] = 六 ep|- 仁 ) ] (人 0 (10. 14.1) 
其 中 A 是 常数 . 如 果 直 到 :=0 时 刻 加 入 电场 之 前 振子 都 处 于 基态 ,利用 一 阶 舍 时 微 


扰 论 计算 在 上 述 微 拢 的 作用 下 振子 的 汶 发 概率 . 
解 WF。 利用 外 场 的 时 间 积分 定义 振子 的 动量 增 晤 p 


p =| ed = 和 eM ad = eA = 常数 (10.14.2) 


我 们 看 出 p 与 无关. 这 说 明 对 于 任意 的 +, 图 10-5 中 曲线 下 的 面积 都 是 相同 的 、 
从 态 n 到 态 & 的 路 迁 概 率 为 
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el) 


图 10-5 


2 


‘(10.14.3) 


卫 。 = 去 | Ve ev dz 


其 中 Vi。 = | 名 "Vpdr 是 微 扩 业 阵 元 ,wy。= | E8 - E | 坟 , 设 esm 和 w 分 别 是 谐振 子 的 
电 莉 ,质量 和 自然 频率 ;z 为 振 于 到 平衡 位 置 的 偏离. 在 均匀 场 中 的 微 扰 项 由 下 式 给 出 ; 

Viz, 1) =— ere(ft)~I (10.14.4) 
谐振 子 开始 时 处 于 基态 (n=0) , 非 零 的 微 护短 阵 元 为 


Vm = Vw =- 起 erp[- (二 ) ] (10.14.5) 


在 一 阶 微 扰 的 意义 下 ,均匀 场 只 能 诱导 出 基态 到 第 一 激发 态 的 跃迁 . 将 (10.14.5) 和 和 w = wo = 
TE 一 EO |f# =w 代入 (10,14.3) 后 得 到 


Pa = 元- 二 | ei - (EE) ju (10.14.6) 
应 用 等 式 | sp- 一 dr = 工 er ,我 们 有 
Pu = 3-emp[- 却 (oe] (10.14.7) 


结论 是 :对 于 给 定 的 经 典 的 动量 增 量 p, 激 发 概率 随 增加 而 减少 ; 这样 对 于 r 六 1fw ,这 个 概率 非 党 
之 小 . 这 种 情况 称 为 “绝热 近似 ”. 相反 ,对 于 迅 变 微 扰 r<1/w ,这 个 概率 几乎 是 常数 . 注意 极限 =_>0 
下 ， 


lime(#) = A8(1) = £8(s) (10.14.8) 


我 们 得 到 突变 形式 的 微 扰 . 在 这 - -情况 下 ,激发 概率 有 如 下 的 取 值 ; 


2 


limPo = 5 (10,14.9) 


正好 等 于 经 典 动 量 增 量 对 应 的 动能 p?j2m 与 谐振 于 能 辽 fi 之 比 . 微 扰 论 的 适用 条 件 要 求 激发 概率 
” 远 远 小 于 系统 未 被 激发 的 概率 


Pun 才 (1-Pu) 或 Pl 和 1 (10.14.10) 
由 (10.14.7) 我 们 得 知 
2 2 
却 = ‘$4) oy (10.4.11) 


是 (10.14.10) 成 立 的 充分 条 件 . 而 当场 的 变化 足够 缓慢 时 ,= 六 1/o ,(10.14.11) 作 为 微 拢 论 成 立 的 条 


Ca 


ar -oo 
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件 就 太 严格 了 . * (此 时 p>/2z% 与 Hs 同 阶 . ) * 
10.15 考虑 一 个 处 在 基态 的 谐振 子 . 假定 此 谐振 子 的 平衡 点 从 :=0 时 刻 开始 随时 间 绥 慢 而 
勾 速 地 运动 并 在 上 = 全 时 停止 ,利用 绝热 近似 给 出 谐振 子 被 激发 的 概率 . 找 出 这 种 近 
似 处 理 成 立 的 条 件 .《 饮 热 近似 就 是 假定 微 扰 随时 间 的 变化 非常 缓慢 .， 可 以 预计 到 在 
绝热 近似 下 系统 被 激发 的 概率 是 非常 小 的 ，) - 
;英之 :、 :>0 时 的 哈密 顿 算 符 为 ， 


HO) = Ep tm [lr al) (10.15.1) 


其 中 a{z) 是 弯 振 子 的 平衡 位 置 , 按 题 意 为 vot ,这 里 wo = 常数 是 平衡 点 的 移动 速度 . 哈密 顿 算 符 
{10.15.1) 的 用时 本 征明 数 为 


| DR a JH |[- me [~ alt)] | (10.15.2) 


凡 = 


由 这 些 朋 时 本 征 态 计算 出 来 的 算 符 5 = ~ rw? w[z - a(z] 的 矩阵 元 只 有 在 4=0>n 二 1 才 不 为 
零 ，( 注 意 初 态 是 基态 ) 这 个 矩阵 元 是 


(FF) = my 2 (10,15.3) 
显然 ,在 平衡 点 移动 时 ,系统 的 能 级 不 发 生 改 变 ,这 意味 着 w 是 常数 .* 将 wio = w 代入 可 得 到 第 一 


激发 态 的 概率 振幅 


CD mn (er -1)= wy 本 (ww -1) (10.15.4) 
上 时刻 系 统 处 于 第 一 激发 态 的 概率 为 
Pi(s) =1Ci() 全 -201 ~ cca ot)) (10,15.5) 
注意 这 个 概率 是 随时 间 振 落 的 . 在 : 汪 T 时 , 灌 发 概率 为 
Pi(T) = mi — oos( wT)) | (10.15.6) 


绝热 近似 成 立 要 求 P,(1)<1 对 于 所 有 的 上 都 成 立 ,这 等 价 子 如 下 条 件 ， 


vo a 总 (10.15.7) . 


10.16 ”一 个 氨 原 子 在 :=0 时 处 于 基态 . 从 此 时 开始 在 所 原子 上 加 上 一 个 均匀 的 周期 电场 
(a) 给 出 能 使 氨 原 子 电离 的 最 小 的 电场 频率 ; (b) 利用 微 扰 论 计算 单位 时 间 的 电离 概 
率 , 假定 电离 后 的 电子 是 自由 电子 .* 


: 滋 二 ::。 (0 在 有 期 微 扰 的 作用 下 ,从 离散 能 谱 的 初 态 到 连续 能 谱 的 末 态 单位 时 间 蜂 的 陵 迁 梳 
率 如 下 :reee 


dp = 香 1 Yo Pa(E ~ E® ~ hw)dv (10.16.1) 


其 中 w 是 周期 微 扰 的 频率 ;有 是 标识 离散 能 谱 的 量子 数 ;dr 是 连续 谱 对 应 的 无 限 小 能 重 区 间 ; EE 人 0 


* 【10.14.11) 本 来 就 是 在 迅 变 场 的 条 件 下 导出 的 ,而 当场 的 变化 足够 缓慢 时 ,这 个 公式 成 立 的 前 所 已 经 
被 破坏 了 一 一 译 者 注 . 


* 这 个 结论 是 第 热 近似 的 推论 . 并 非 严 格 的 结果 一 译 者 注 . 
*** 由 于 氢 原 子 的 Coulomb 力 在 roo 时 下 降 较 慢 ,这 个 假定 是 比较 粗糙 的 一 一 译 者 注 . 
“ww 这 个 公式 实际 上 是 Fermi 金 律 在 简 谐 微 扰 下 的 推广 ' 企 原 着 的 前 面 章节 中 并 未 给 出 一 -- 译 者 注 . 


rr 
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是 未 微 扰 的 分 立 能 级 ; 开 , 是 未 撤 扰 的 连续 能 级 ; Y,, 是 所 述 唉 迁 的 微 扰 算 符 的 第 阵 元 , 微 扰 算 符 有 
下 型 ; 
命 = (EE 。r) = ef 区 r)sinfat) = 人 ep 一 iat)y + 人 expftiot) (10.16.2) 


其 中 Et) 为 电场 ,| 本 "| 为 电场 振幅 ,而 多 由 下 式 给 出 ; 


六 = SE ,7 (10.16.3) 


(10.16.1) 中 前 8 函数 说 明 贱 迁 只 有 在 EE, - E90 = ju 时 才 发 生 . 此 凤 


Wmm 一 #4(E, 一 EW ) uin {10. 16.4) 


对 于 基态 的 氢 原 子 ,我 们 有 

(E, — EWM), = me' /2 (10.16.5) 
此 式 给 出 了 能 够 使 得 氧 原子 电离 的 最 小 频率 . 
(b) 考虑 给 阵 元 Yo = [六 yo 由， 我 们 取 4 为 复原 子 的 基态 波 画 数 


， 1 ~ 7 : 
J = er(F) (4 = 2 (10.16.6) 
必 我 们 近似 地 将 其 取 为 
内 ~ split “站 1 {10.16.7) 


其 中 v= 裔 :jf4xm. y 加 归 一 化 到 1 而 名 归 一 化 到 un- o). 代入 V。 ,我 们 得 到 


V ie 1 1 
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为 计算 积分 ,我 们 选取 球 坐 标 (7， 6, $$), 假定 下 党 极 轴 方 向 , 且 关 与 Eo 之 间 的 夹 角 为 +， 内 积 
Eo*r 为 . 


)E, ray (10.16.8) 


Eo :r= 再 or[cosycosg + sinxsindcos($ — #0)] (10.16.9) 
其 中 向 是 Eo 的 相应 坐标 . * 将 (10.16.9) 代 入 (10.16.8) (注意 到 = = oos9) ,我 们 得 到 


ia， 1 rr 
y_ -io [ pr cd ] _ eBocsxy 。 1685 
- 人 |, 二 exp( ikrz ~ — )r r” |zdx < a (T+ Ria’ 和 本 
《10.16.10) 
给 出 
do = 中 下 = 下 卜 d0， = 起 荐 d4adE， = 政 dpudFE， (10.16.11) 


这 里 我 们 已 经 利用 了 E, = 如/f2m(d0 是 沿 大 方向 的 立体 角 元 ) 将 (10.16.13) (10.16.14) 代 入 
(10.16.1) 后 得 到 


| Eo | k?cog 


dPm = (1 + Ea) 


x HE, - ED - fw) dN, dE, (10.16.12} 


电子 到 波 矢 大 方向 的 立体 角 元 dn 内 的 电离 概率 可 由 (10.16.12) 对 dE 积分 得 到 . 根据 
(10.16.12) 中 8 函数 的 性 质 ,我 们 只 需要 考虑 玉 , = 玉 人 0 + jw 的 情况 ,此 有 即 


如 = 本 {10.16.13) 


= 邯 假定 EE, 的 方向 向 量 为 (sinyecs 和 :Sinxsinfo ,cosxX ) 一 一 译 者 注 . 


: 

,184 ， 量子 力学 | 
和 1+&2e2 = ww 我们 最 后 有 | 

64a3 的 mn fw 2 2 

dP = ME (we ) (1) Eos xdn, (10.16.14) | 

[由 于 (10.16.14) 只 依赖 于 大 ,我 们 将 这 个 概率 记 成 dP ，] 利 用 osx = 113,* 将 (10.16.14) 对 立体 | 

角 积 分 ,我 们 得 到 单位 时 间 原 子 电 离 的 总 概率 : 

六 3 站 3 各 中 

P= 笠 于 [se (2-1) (10.16.15) 


10,17 一 个 量子 系统 有 2 个 定 态 |1; 和 |2). 其 能 晶 本 征 值 之 差 为 E, - BE = jioa. 在 t=0 
时 ,系统 处 于 状态 |1) ,从 此 时 开始 加 上 一 个 与 时 间 无 关 的 微 扰 日 ， 其 对 应 的 矩阵 元 
由 下 式 给 出 : 


‘1H =0 人 21 末 1 二 = fo, C21H 12 =- fo (10.17.1) 


(a) 利用 一 阶 售 时 微 扰 论 ,计算 在 + 时 刻 系 统 处 于 |1) 态 和 |2) 态 的 概率 ;(b) 严 格 求 解 
蘑 定 宙 方 程 ,给 出 |y(2)); (ec) 系统 t 时刻 处 于 12) 态 的 概率 是 多 少 ? 和 什么 时 候 (a) 中 的 
近似 成 立 ? 什么 时 候 系统 以 概率 1 处 于 |2y 态 中 ? 

“ 解 千 (a) 应 用 一 阶 合 时 微 拒 论 ,我 们 可 以 计算 Pi,, .1 . 由 于 系统 只 有 2 个 本 征 态 ,我 们 有 


a A eR 


了 De = 1 Ply; (10.17.2) 


| _ 2 
利用 公式 Py = 去 | ee walz'yde"| ”得 到 


~1 {jw - |? 1 ,2 2._1 West ? 
Pit 兰 季 | 于 人 于 ld = 证 让 om |'e a de | = wi we at ~ 1) 


_ 2 eae 一 ew y 2 2 ea 9; sin( 2 212) 2 
三 ww | = | 
la lez] 


Sinf wa :12) 2 
eal 2 


由 于 De | t&1, Pie 2 过 | ,因而 of < 信 1. 这 两 个 不 等 式 就 是 一 阶 含 时 微 扰 论 或 立 的 条 柏 . 
作为 推论 我 们 有 Pls. =1- Pn. 2; 宇 1. . 
(b) 法 1 对 角 化 哈密 顿 算 等” 首先 ,我 们 写 出 哈密 顿 算 符 互 = 及 + 上 在 本 征 访 |1) 和 |2) 构 成 的 


基 下 的 表达 式 
E! wo 
= | (10.17.4) 


joo El 


sinf wa #12) 
71 2 


2 
= wt | eva 让 | 二 了 (10. 17.3) 


a a 


El hwo 
H= 


howo F,; 一 Kcwat 


其 中 我 们 已 经 应 用 了 关系 Es -EE = fu; ,本 征 方 程 为 Hv = a0; 即 (EL 一 4》 (hw)=0, 也 就 是 
X12 二 El 土 fuo， 两 个 相应 的 本 征 态 为 


a 


1 1 
四 = 三 大 = TTU TY +12)), 
”| 
1 
111 1 
呈 一 万 _ = 万 (DD -12)) (10.17.5} 
对 于 状态 | y+)) ,我们 有 
1 yD) = oe mt | vo}+ Cae 2! | vy (10.17.6) 


* 原文 为 "We use the fact that co# x 13”. 这 个 结论 是 错误 的 ， 现 改正 一 一 译 者 注 ， 
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利用 初始 条 件 | yg(z = 中) = | ,我们 得 到 ci = = IN2. 最 后 


| gE) = (er 十 @ EL ~ bon tA) | 1 十 ere _ e Bl- hon)ls | 2 


= etoog( wot} (1) — isin(wot) | 2)] 《10.47 .7 
法 2 直接 求解 苇 定 请 方程 将 yw{1)) 写 成 下 式 ; 
| ED) = Ce | + Oe | 2 (10.17.8) 


代 人 匣 定 音 方 程 庄 引 名 的 ) = (Fo + 于)18(z)) 后 得 到 
i [Gem + C(t)e | 1 + 证 | Dean 一 Cte 4 2》 
= {Hs + HO[C (Ae mt | 1Y + CO (re En |2)1 《10.17.9) 
将 (10.17.9) 用 (1j 左 生得 到 
1 


法 [ (C2)e EL 一 oN =C(2e Hd Hl1ly+t1H |1)) 


tC{a)e mm{t lH 2 + lH 12)) 
= EC (re + C(t) twoe 2 {10.17.10》 


由 此 可 导出 
i (C2) = eC (4) oo (10.17.11) 


其 中 wz = 去 (E: - E1). 间 样 将 (10.17.9) 用 《2| 左 生 , 我 们 得 到 


ja = Ci (Ye ho — CG, (1) her (10.17.12) 
(10.17.11) 和 (10.17.12) 构 成 一 个 系数 CL(1) 和 C,(#) 满 足 的 常 微分 方程 组 


人 = ea C(t) ho 


. (10. 17.13) 
i#C3 (2) = C(t) eke — © (F) tow 
从 第 一 个 方程 解 出 Cz(z) 并 对 时 间 微 分 
C01) = [Ce + twn Co, (eet ] (10.17.14) 
将 这 2 个 等 式 代入 第 二 个 方程 ,后 得 到 
C+ aC) =0 (10.17.15) 


利用 初始 条 件 C(t=0) =0,《10.17.15) 给 出 C1(1)= cos(wot). 由 此 我 们 可 以 算出 系数 C3 (2)， 
人 二 ~ isin( wo Je™2! 。 最 后 得 到 


| p20) = em [eos( wot) | 1) — i sin(wot) | 2)] (10,.17.16) 


与 法 1 相同 . 
(0c) 系统 处 于 状态 12) 中 的 概率 治 


Pa = 1 21 pe) | = sin’ (wot) (10.17,17) 


Em 
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10.18 
10.19 


10.20 


10.21 


10,22 


所 ,好 


10.24 


10.25 


(a) 中 的 近似 方法 在 sf 间作 1* 时 成 立 . 在 P=1* 即 wo 下 = 土 子 十 观 ， 六 EN 时 系统 处 于 12) 


二 + 下 + 到 F 
态 , 此 时 工 = to t+ wr EN. 


补充 习题 


应 用 升降 算 符 重 解 10.3. ' 
考虑 一 个 在 线性 微 扰 下 的 一 维 谐振 子 . 对 于 基态 能 量 , 计 算 其 前 2 阶 微 扰 修正 ,首先 无 量 网 化 ). 
答案 E(2)=1- X214. 

在 约 化 质量 为 mr ,弹性 常数 为 & 的 谐振 子 上 加 上 一 个 小 微 扰 歼 = ar4. 计算 一 阶 能 级 夏 正 和 最 做 一 
阶 的 波 函 数 相 正 . 


1 3Y2 
答案 EO= 了 和 (tnt 良和 = 一 宁 始 哲 +…. 


了 
考虑 由 下 式 给 测 的 险 密 领 算 符 HH= Ho+ Vz 2) ,其 中 瑟 = 大 + 2 (zt 而 V(z, y)- 
inmuf zy 为 铂 抗 ，(a) 构造 系统 严格 的 基态 ，{b) 利 用 一 惫 狼 近 论 计算 基态 能 量 的 二 阶 禾 正 
答案 (h(x, y= (1 | meltv 1 A+vItA 人 “ta ) 


on( ~ TR TD op( met/ TA /ITD ) 


2 
{b) EW = -4 而 严格 解 为 Eo = 广 ho(VIAY VITA) 和 ew -2 


一 个 质量 为 m ,电荷 为 ? 的 粒 于 在 一 维 谐振 子 势 场 中 运动 ,同时 加 上 一 个 能 电场 e，(a) 计算 能 级 和 
本 征 态 最 低 阶 的 非 零 修正 ;tb) 计算 系统 的 电 颂 极 惩 !(e) 严格 求解 ((a) 和 (b) 并 与 近似 解 相 比较 ， 


2 3 
答案 (s) AE= - 《7 WY- 和) | Mb) P= 


一 个 电 个 极 年 为 4 ,转动 惯量 为 了 的 平面 转子 在 转动 平面 内 的 均匀 电场 中 运动 . 计算 转子 能 级 的 最 
低 阶 非 零 修 正 . 假定 微 找 由 电场 E 给 出 . 提示 : 柚 扰 W= - 4. 


gm) 0) _ I(Ed)y 
答案 E, =E. + EE 一 57 Ram 1) 
给 定 哈 密 顿 算 符 
有 -在 ,页 ,1 


-Itt Tm (r+ TI) + Va(z x2) (10.24.1) 


其 中 :Yu( 一 za) = 下 mt(zi- z)?，(a) 构造 系统 的 严格 能 级 .(b) 取 证 = Yu zi - za) ,利用 
二 阶 微 近 论 计算 基态 能 最. 


答案 (a) Ew = (N+12) oo + (nt lV To (N, an-0, 1 


1 1 ， /一 一 一 | 1 : 1 
Ewm = hwo + 要 三 b+ 和 -高 生 + (b) E, = ho + 和 高 马 


将 电子 之 间 的 相互 作用 看 成 微 护 ,在 一 阶 近 似 下 计算 双 电子 原子 或 离子 在 核 到 中 的 基态 能 量 . 


二 
答案 FE=sEm+TED= - (2 -82). 


* 蚊 文 为 “wort<i1”. 畏 误 1 现 改 下 一 译 者 注 . 


*# 原文 误 为 *P=0” 


译 者 注 ， 


““ 原著 中 的 零 阶 近似 哈密 帧 算 符 少 动能 项 现 根据 题 意 改正 译 者 注 . 
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10.26 考虑 一 个 由 3 个 正 交 的 未 微 掩 态 构成 的 量子 系统 . 加 上 微 扰 项 之 后 的 哈密 顿 算 符 由 下 面 的 矩阵 给 
出 : 
五 a 
H=10 E #6 (10.26.1) 
a” 6b” FE, 
其 中 Es < EE;. (a) 利用 二 阶 非 简 并 微 扰 论 计算 非 简 并 能 级 的 微 拢 ; (b) 将 矩阵 对 角 化 得 出 严格 的 能 
级 和 本 征 态 ;(c) 利 用 简 并 态 微 找 论 计算 简 并 能 级 的 微 扰 .* 


答案 ”因原 题 有 错 ,答案 已 无 用 , 砷 去 . 
夫 . 打 如 图 切 硬 所 未 是 一 个 3 原子 线性 分 子 . 


{3) (1) (2) 


图 10-6 


电子 在 原子 A 附近 时 能 量 为 EE ;在 原子 B8 附近 时 能 量 为 FE ;Ei <EE,. {a) 在 党 阶 近似 下 假定 电子 在 
原子 闻 不 发 生路 迁 , 给 出 险 密 顿 算 符 Ho。，(b) 加 上 一 个 小 微 扰 使 得 电子 能 够 在 不 同 种 的 原子 间 牙 迁 ， 
与 这 个 吴 迁 相对 应 的 能 最为 a, 其 中 a<E;. 计算 能 级 和 能 量 本 征 态 的 一 阶 修 正 ，( 将 EE, 的 修正 算 到 
2 阶 )(c) 假 定 +=0 时 ,电子 处 于 原子 B 附近 . 利用 (b) 中 的 近似 结果 ,计算 >0 时 电子 处 于 原子 A 附 
近 的 概率 . (d) 构 造 电 子 的 严格 本 征 能 量 .(e) 假 定 电子 能 在 原子 B 间 运 动 ,对 应 的 腾 迁 能 量 为 6, 5<< 
a. ;利用 答 扰 论 ,在 未 微 扰 哈密 顿 算 符 取 为 日, + W 时 系统 的 能 级 和 能量 本 征 态 ,其 中 歼 是 (b) 中 引 
人 的 相互 作用 . 


FE 0 0 0 a a 
答案 (al Ho=|0 E 0p) W=la 0 0 


0 0 E, a 0 
的 1H2IWwIDEF 2 
Ei=Er +(1|WIl)+2 EE -E+E SE 
In IWID 《31 王 | 十 四 a 
| } =11) EE 12) EE 13) =1D) -EE 2 +13)), 

1 

如 
| 和 = | El-E 

_ 立 
E.—E, 


态 | 加 ?和 | 办 ?是 简 并 的 .其 一 阶 修 正 为 0， 
(c) Piz-ely =0;(d) El=E; = 方 (ED + Es ty (Er 一 Em) —Ba” ), FE; = EY; 


{e) E, =E, 一 让 E) = 让; = 村 (BE 十 下 2 十 百 士 w CE, —E, ~-b) ~20:), 


* 此 处 原文 为 "Use a secondorder nondegenerate Pertubation to find the pertubated eigenvalues. Diagonalize 
the matrix and find the exact eigenvalues, Repeat using a seoorxd-order degenerate pertubationg., Explain the 
hconsstencies arising from the dfferent approaches,”. 这 道 题目 出 得 莫名 其 妙 1 首先 ,2 阶 简 并 态 微 扰 论 原著 


并 未 涉 及 ;其 次 ,在 微 扰 论 中 简 并 能 级 和 非 简 并 能 级 必须 分 开 处 理 1 可 见 作 者 的 基本 概念 有 问题 . 
来 的 思路 重新 出 题 一 译 者 注 . TR 
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10,28 在 类 和 氨 原 子 的 核 不 是 点 电荷 的 情况 下 计算 其 基态 的 一 阶 修正 . 假定 核 是 一 个 半径 为 民 的 均匀 带 Ze 


10.29 


电荷 的 球体 . 提示 :均匀 带电 球体 产生 的 静 叫 势 为 


2 2 
-图 他 于 是) osrsa 
V{r) = ， {10.28.1) 
-各 “> 


、 Dd 4/RY: 
乱 案 EEP+EP = EBP|1- 亏 ( 芝 ) | 
一 个 潜 振 子 由 下 式 描 述 
CH = 2 + rm (2 (10.29.1) 
其 中 wtf) = woo + ooslatjsm， Bwo la 为 常数 ). 很 定 在 :=0 时 系统 处 于 基态 ,利用 微 拢 论 计算 基 


态 到 末 态 了 的 牙 迁 概率 . 
计算 中 可 应 用 公式 Cn | 10) = moN28 ,. 


答案 Pi(1) ~ [RD via ,0.0). 


[OF 2 


ET TT TT 


a 


rr 
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第 十 一 章 、 重 隆 力 尝 问题 的 币 法 一 部分 


11.1 变 分 法 


在 第 十 章 中 发 展 的 微 扰 论 并 非 量 子 力学 惟一 的 计算 方法 . 在 本 节 中 我 们 将 给 出 “保守 ” 系 
统 的 另外 一 种 处 理 方法 . 考虑 一 个 哈密 顿 算 符 末 不 显 含 时 间 的 量子 系统 . 为 了 简化 讨论 ,我 
们 假定 互 具有 非 简 并 的 离散 谱 


(HI$? = Eb)), n= 1,2,3,"" (11.1) 
定义 E, 为 里 最 小 的 本 征 值 (也 就 是 系统 最 低 的 能 级 ). 任意 状态 | 内 都 能 写成 下 式 ; 
1 = CG, |) (11.2) 
由 此 | 
(IHID= DOIG EE2,IC,1 (11.3) 
勇 一 方面 
{yi = 之 1 CC (11.4) 


最 后 我 们 得 到 :对 于 任意 右 矢 | 多 


_ (gLIHID 
(H) = p> E (11.5) 


方程 (11. 5) 是 变 分 法 的 基础 ,选择 一 组 右 矢 | {1a1)) 一 一 称 为 试探 右 和 撩 . 计算 互 在 状态 
|y(1a1)》 中 的 平均 值 ,并 将 CH) (faj ) 对 ial 求 最 小 值 .* 这 个 最 小 值 就 是 近似 的 基态 能 其 . 
方程 (11.5) 是 一 个 更 一 般 的 结果 一 一 Ritz 定理 一 一 的 特殊 情况 ,哈密 顿 算 符 互 的 离散 谱 
对 应 的 本 征 晒 数 是 玉 的 平均 值 作为 旗 函 的 驻 点 ( 见 问 题 11. 1). 
变 分 法 也 可 以 用 来 处 理 非 基态 的 能 级 .“ 


11.2 半 经 典 近 似 (WKB 近似 ) 
除了 在 前 面 已 经 介绍 过 的 微 扰 论 和 变 分 法 之 外 ,还 有 一 种 适合 于 求解 一 维 薛 定 请 方程 的 


* 原文 为 “minimized" . 不 确切 , 现 更 正 一 一 译 者 注 . 

*# 这 里 的 原文 是 :The variational method can therefore be generalized and provide estimations for other 
energy level besides the ground state If the function H) (a)obtained from the trail kets( | jy{a))) has seversl 
extrama, they give approximate values of some of its energies FE, "第 一 个 句号 后 的 部 分 的 直译 即 是 ;如果 用 试探 
波 银 数 1gta)) 算 出 的 (Hta) 有 几 个 极 值 ,它们 也 对 应 于 某 些 能 级 E, 的 近似 值 ".《Hy 是 | 的 一 个 泛 函 ， 
1 的 金 体 张 成 状态 空间 一 一 大 多数 情况 下 都 是 无 限 维 的 . 严格 来 说 ,我 们 应 该 通过 在 整个 状态 空间 中 求 泛 
函 极 值 的 方法 来 给 出 基态 能 量 一 -这 个 方法 本 质 上 就 相当 于 求解 定 态 薛 定 博 方程 | 变 分 法 的 精 骨 在 于 用 状 
态 空间 里 的 一 个 与 参数 集合 fa 一 一 对 应 (严格 说 来 应 该 是 微分 局 凸 ) 的 集合 如 来 代 蔡 整个 状态 空间 ,用 泛 函 
《在 总 上 的 最 小 值 一 一 这 个 最 小 值 用 多 变量 微分 学 的 方法 即 可 求 出 一 一 来 代替 泛 画 (万 在 整个 状态 空间 
中 的 最 小 值 . (这 当然 是 一 个 近似 1) 而 泛 酉 于) 在 站 上 的 最 小 值 与 其 说 是 接近 于 真正 的 基态 , 母 宁 说 是 接近 
于 茶 一 个 状态 一 -并 不 一 定 非 要 是 基态 ,而 汉 函 ( 玉 ) 在 中 上 其 他 的 极 值 点 就 更 找 不 到 与 之 对 应 的 状态 了 ,这 
对 于 我 们 的 计算 素 无 帮助 . 将 变 分 法 的 形式 改变 一 下 之 后 也 可 以 用 来 处 理 激发 态 ,不 过 是 比较 麻烦 的 ,在 具 
忆 于 过 需要 季风 地 研究 激发 态 的话 如 对 称 性 之 类 的 组 臻 结构. 我 们 推荐 读者 去 参考 量子 力学 的 标准 教科 
书 一 一 译 者 注 ， I 
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方法 . 这 种 方法 称 为 半 经 典 近 似 法 或 WKB 近似 (由 玉 entzel, Kramers 和 Brillouin 三 人 得 名 ). 
在 三 维 球 对 称 势 场 情况 下 , 径 癌 微分 方程 能 够 通过 分 离 变 量 得 到 ,此 上 时 WKB 方法 也 可 应 用 . 
WKB 方法 将 待 求 的 波 前 数 展开 成 二 的 者 级 数 并 忽略 # 以 上 的 项 , 这 相当 于 把 柱 定 读 方 
程 用 其 经 典 极限 #-0 代替 . 这 个 方法 其 至 可 以 应 用 到 经 典 图 像 已 经 失效 的 区 域 里 去 (经 典 粒 
子 不 可 能 到 达 的 区 域 ). 
考 虐 一 维 苹 定 坦 方程 


d+ aIE V(r)ly(z) =0 (11.6) 
我 们 只 考虑 定 态 , 并 将 其 波 函数 写成 J(z) = ee 引入 缩写 记号 


E(x) = 二 V2mlE vty], E> V(r) 


k(x) = (-Dx(z) = FT Vanl VE EY, E<V(r) 
将 y(tz) 代 人 (11.7) ,得 到 w(x) 满足 的 方程 


:~ (把) + 4) -0 (11.8) 


{11.7) 


在 WKB 近似 中 ,我 们 将 u(x) 展 开 成 4 的 宪 级 数 


2 
u(r) = w+ 了 十 (二 U2 十 (11.9) 


我 们 只 研究 ze 和 tw ， 给 出 WKB 近似 中 的 近似 波 函 数 


© 1 - - C 本 和 
p(x) = yl k{r’ dx 上 ep- | 天 《工人 | (11.10) 


区 域 已 >Y(z) 称 为 经 典 允 许 区 域 ; 而 区 域 忆 < V{tz) 称 为 经 典 禁 戒 区 域 ， 两 种 区 域 的 边界 点 
称 为 转向 点 (此 处 EE= V(xz)). 
WKB 近似 的 适用 条 件 ”WKB 近似 的 适用 条 件 为 


方 1 (Cx) 1 k(x) | (11.11) 
这 个 条 件 有 几 种 等 价 的 形式 . 利用 德 布 罗 意 波长 1 =2r/& (11. 11) 能 够 写成 
去 ls (11.12) 
在 转向 点 附近 (zo)=0, 我 们 有 
全 | (zx) (11.13) 


在 转向 点 之 间 的 距离 满足 下 列 条 件 时 半 经 典 近 似 成 立 : 


[x xo [六 未 、 (11.14) 
联接 公式 ”考虑 转向 点 附近 WKB 近似 波 函 数 的 行为 ， 假定 WKB 近似 只 有 在 非常 辐 近 转向 
点 的 区 域 才 会 失效 . 转向 点 两 边 的 WKB 近似 波 函 数 的 联接 与 经 典 旬 许 区 域 是 在 转向 点 的 左 
边 ( 图 11-1) 还 是 右边 (图 11-2) 有 关 ， 

对 于 第 一 种 情况 ,我 们 有 x >5 
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Vo) 
A E 
zh 
11-1 
(z) = 生 (zar -8B r] (11.15) 
w(x) = J ， 1 。 
第 二 种 情况 对 应 于 zx<a 
(i) = 外 os(| zadz 一 Bar) (11.16) 


在 束缚 态 问题 中 的 应 用 WKB 近似 可 以 用 来 导出 束缚 态 能 级 满足 的 方程 . 在 势 阱 的 两 端 应 
用 联接 公式 ,我 们 可 得 到 { 见 题 11. 13) 


{2(z)de = (> + 去 jx n = 0,1,2,.: (11.17) 
也 可 写成 
fplz)dz = 2nh (a + 去 )， = 0,1,2,° (11.18) 
此 式 称 为 Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 . 


在 势 象 穿 秽 问题 中 的 应 用 ”考虑 一 个 在 ==a 和 x=6 之 间 的 势 急 . 在 WKB 近似 下 一 个 能 量 
为 刁 的 粒子 在 势 从 上 的 穿 透 系数 由 下 式 给 出 ; 


Tx~ ep- 2[ VamlV(z) -Eldz | (11.19) 


例题 解答 


11.1 定义 (有 为 (= 多 下 邹 , 其 中 | y) 为 态 空 间 的 任意 右 矢 , 证 明 |) 是 () 的 驻 点 (3 
《 昌 )=0) 的 充 要 条 件 是 |y) 是 五 对 应 于 本 征 值 (日 ) 的 本 征 向 量 . 
: 滞 刍 (HH)=(y1HID)/(g1y) 写 成 (y19)(H) =(g1H1g). 将 两 端 变 分 后 得 到 
(Bp | P+ AYE)HH + CI ONH) = Gy 1 HID+ GI HIBS (1.1.1) 
由 于 《 环 ) 是 数值 ,将 (11.1.1) 写 为 
《由 | ORKHY = pi HTD) ID + gH -HY 1 oY) {11.1.2) 
定义 |$)=( 开 ~ 《HH))1#),(11.1.2) 式 可 写 为 简单 形式 
pi PMH) = (BF 1 $7 + ($1 6p) (11.1.3) 


TT RET EE Te A eT EE TET EY TE HT Tr TE sop ee es rr 
> - ma. 
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方程 (11.1.3) 对 于 任意 的 |8y) 和 (3y | 成 立 . 注意 到 |5y) 和 (8y| 作 为 波 函 数 来 说 其 实 部 和 疙 部 是 独 
立 变化 的 (状态 空间 是 复 的 ) ,因而 | 人 和 《8% | 也 是 独立 的 变 分 . 

车 | 办 是 CH) 的 蒜 点 ,此 时 训 H》 =0, 我 们 立即 可 以 得 到 | 办 =0, 因 此 HI 和 =《HY| 和 和 人 | 五 
= 《五 入 是， 这 说 明 | 凡 是 五 对 应 于 本 征 值 * 互 ?的 本 征 向 量 . 反 过 来 ,如 果 瑟 |y) = 《五 )| 内 满足 ,我 
们 也 可 以 得 到 中 避 ) =0, 这 说 明 | 办 是 (五 ?的 驻 点 . 
考虑 一 个 一 维 谐 振子 


本 1 2 2 
H=- mm (11.2.1) 


(a) 对 于 单 参 数 波 函 数 族 六 (z) =e-“” (a >0) ,找到 使 (Hiy 取 最 小 值 的 波 画 数 这 个 最 
小 值 是 多 大 ? (b) 对 于 另 一 个 单 参数 波 函数 族 名 (z)= xe- , 找 出 使 (万 ) 取 最 小 值 的 
波 函 数 并 计算 这 个 最 小 值 ;(c) 对 于 如 下 的 波 函 数 族 进行 上 述 计 算 . 


1 
y(t) = Zry (7 >0) {11.2.2) 


和解 5 (a) 计算 (HD 


lw 
(pp a (| 3m dx + 2 es = me 《1.2.3) 
《HH mr 之 二 a 
[g(r)de 
将 tH) 对 a 微分 


dD _ 坟 1 ， 


1 
i (11.2.,4) 


利用 驻 点 条 件 下 二 .得 到 7 一 青 mw 沁 六 0,o= 贩 : 在 此 oo 给 出 (HH) 的 最 小 值 (容易 


验证 )， 使 得 (于 ;最 小 化 的 波 函 数 为 内 (z) 一 e "所 


2 
¢H),, = ja + mw = 于 细 (11.2.5) 


i 
这 个 《五 /om 与 一 维 谐振 子 =0 的 能 级 相同 ， 这 是 由 于 我 们 研究 的 这 族 波 函数 中 包括 了 谐振 子 的 基 
态 波 函数 的 缘故 . 
《b) 利用 与 (a) 中 同样 的 方法 得 到 


中 2 
) WAI 


38 3mw 1 
H 2 3 gm 1 ， 
| Pe (xT) plzr) dr 2m + 8 B (11.2.6) 
和 
dy 2 mw? 
EE = 和 站 人 记 = 10 0 2 7 


我 们 得 出 B= 访 训 ,9 (z)=ze me 全; 这样 (日) 一 主 和 ,这 个 (HD), 与 一 维 说 振 子 n=1 的 能 


级 相同 .〔 试 着 解释 这 ~- 结 果 . ) 
(c) 与 韶 面 的 处 理 方法 相同 ,我 们 得 到 


人 - 三 客人- 支 二 + Fm | 办 (zjdz 
| g(a)% {zdr mY 


1 


=— 1 = 圭 二 
(rf) RT (11.2.9) 


a 
4 
日 


i 
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11.4 


这 里 《于 ), =y2 广 iw. 它 等 于 基 坊 能 量 的 /2 倍 . 
(a) 利用 变 分 法 估计 和 氨 原 子 的 基 碍 能量， 试探 波 函 数 卫 为 球 对 称 函 数 族 上 (r) , 它 与 r 
的 依赖 关系 如 下 : 


cll -二 rea 
#$.(7) = a (11.3.1) 
0， r>o 


其 中 C 是 归 一 化 常数 ,a 是 变 分 参数 . 
《b》 找 出 对 应 于 能 量 均值 的 最 小 值 的 a ,并 与 玻 尔 半径 进行 比较 . 
- 解 FP (a) 首先 计算 妇 一 化 常数 . 我 们 有 C? = 15/na’. 动能 部 分 的 积分 (E,) 为 


(BE =- 3 共和 Jar (11.3.2) 
分 部 积分 
人 ED =- 焉 (已 开 的 + 下 六 时 os (11.3.3) 
由 于 (区 (7)1,co=( 吃 (7))1,.。=0, 第 一 项 为 0. 我 们 有 
E> = 三 [是 xD)] ar = = Bt 下 和 一 2 并) dr 一 15k. | 一 2a+ 4]= 于 坪 
(11.3.4) 


势能 部 分 的 积分 (VD) 为 


《Wy》 一 zx rr Vr (rdr = 2rie’{ > | 多 fr) 1zdr =-30k| (+- 和 + Jar 


=- le 1 (11.3.5) 
总 能 量 作为 < 的 函数 为 
CE) = 人)+D -5( 吉 十 - 劳 荆 ) (11.3.6) 
(b) 驻 点 条 件 履 E)/da =0 给 出 
名- = he? m3 an = 尘 y {11.3.7) 


注意 玻 尔 半径 au = 天 /me ,我 们 有 ao 一 4ano， 
(a) 写 出 氢 原 子 的 薛 定 雇 方程 . 在 忽略 两 个 电子 之 间 的 相互 作用 时 基态 的 解 是 什么 ? 
(b) 假定 一 个 电子 对 于 另 一 个 电子 的 作用 被 等 同 于 对 核电 荷 的 屏蔽 效应 ,并 取 屏 项 后 
的 电荷 2 - e 中 的 a 为 变 分 参数 . 采用 变 分 法 计算 (Hy 和 屏蔽 后 的 等 效 电荷 ， 
… 解 玉 (a) 从 揽 原子 的 哈 兰 顿 算 符 出 发 

H= 直 + 在 ze (二 + 寺 + 二 (11.4.1) 


2m mm ra ry 


其 中 r= |m -rz1. 我 们 将 哈密 顿 算 符 写 到 。= 二 = m =1 的 单位 制 下 ， 此 时 薛 定 谓 方 程 为 


|- 去 生 寺 中 -2 二 + 二 + yn, m2) = Eplri, r2) (11.4.2) 


rl ra 


许 忽 赂 efriz 时 ,方程 的 解 能 够 分 离 变 量 


2 3 
一 2 -五 “Zr + 


ZE z ， 
Polri, ri) = uitri) u(r2) = Te 1 Te 2 二 云 e 2 {11.4.3) 
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注意 :Ze 和 ie- 分别 是 类 氧 原子 的 基态 波 通 数 ， 


(b) 考 虚 另外 一 个 电子 的 存在 ,影响 每 个 电子 的 核 的 有 效 电 茶会 有 所 下 降 . 定义 Za=Z-e, 其 中 
是 屏蔽 电 苟 . 选取 试探 被 函数 族 为 


bri, ra) - Ep[- (2Z -efri + rz)] (11.4.4) 
由 于 
2 好 1 
Hy, = [- (Z -0) 2 -+ Be (11.4.5) 
我 们 有 
Hd rid 
LL -oo aeanan 
| werdr, 1 : 2 
=— (2Z—-o}-2 (2 -2 三 4rrze Tdr 十 Eg ri 中 六 
{11.4.6) 
或 


34 6 -到 +r) 
(D2 +t so an, (1.4.7) 


为 计算 最 后 一 个 积分 ,把 1/ ru 用 勒 让 德 多 项 式 展开 ( 见 数学 附录 ) 


| (EE) Posp)，o<nsn 
一 一 (11.4.8) 
TI 1 请 mr 四 
一 { 宇 ) P, (ow0), i 

1 


rm n= 


对 积分 有 贡献 的 只 有 n=0 的 一 项 (由 于 被 积 函数 的 对 称 性 ) ,由 此 


DZ 一 Ar +r,) ] rs ， 名 
1 2 -2 2 2 "ZZ-a} -ME-a)r, 
一 一 dndr= | Fe [4( 寺 | me dr + ne :dr 


TL2 " 
Sx 
= gE (11.4.9) 
《下 的 表达 式 为 
(H) =-(Z-o7-2XZ-ojc+ 阁 (全 (11.4.10) 


利用 关系 革 汪 =0 我 们 得 到 a= 车 和 Z< = 和。 


对 于 一 个 一 维 吸引 势 V(z), V(z)<0 对 于 所 有 的 z 成 立 . 利用 变 分 法 证 明 这 种 势 至 
少 存在 一 个 能 量 不 大 于 0 的 本 征 态 . * 


“ 解 4 对 于 在 这 个 势 场 中 运动 的 粒子 ,我 们 选择 如 下 的 试探 波 画 数 族 ， 


4 
$= 把 exp(- az ) (11.5.1) 


这 个 函数 是 归 一 化 的 . 对 于 基态 能 量 [ 注 :假定 能 谱 有 下 界 . ] ,我 们 有 


* 本 题 原 翘 的 最 后 一 名 是 "Using the variational principle show that such a Potentia] has at least one bound 
state,，“" 而 题解 中 的 结论 只 能 证 明 这 种 势 至 少 存在 一 个 能 量 不 大 于 0 的 状态 , 却 不 能 说 明 V(x 这 个 状态 一 定 
是 束缚 态 ! 大 概 作者 错误 地 认为 能 量 小 于 0 的 状态 都 是 束缚 态 吧 . 现 根 据 实际 结果 重新 出 题 ， 关 于 这 类 吸 
皇 允 时下 存在 束缚 态 的 问题 比较 复杂 ,读者 可 以 参考 其 他 标准 才 科 书 中 关于 一 维 定 态 问题 的 讨论 一 一 译 者 


1 
EE TT 
“ 7 - PE, 


em 


a 


一 一 一 一 一 - 一 -< 
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Eo<| vy (- 坟 起 + V(x) jydz (11.5.2) 


由 于 VLz)<0, 对 于 所 有 的 x 成立, 我 们 需要 验证 Eo。<0, 将 试探 波 函 数 代 入 ,我 们 有 
Pu<V 2 Exp 一 ax 5 人- 志 起 + Viz) jeec- ax’: J)dr 
-VS 人 [ee 人 -部 总 jepeeD + Vor)op(- 227) | 
= ef [ 竺 0 ~ 2ax ]exp(- 2ax*) + V(x)exp(- 2az?) jdz 


2 
一 续 - 一 yy 2 Zar:exp(— 2ar: dr +A1 | Vir)exp(— 2ar’: )dzr (11.5.3) 
定义 


E? = 入 V(z)exp(- 2az?jdz (11.5.4) 
由 A/ 2| 2ar exp(- 2ax* )dzx 取 正 值得 知 ;Euo<E0. 现在 来 寻找 EE1 的 最 小 值 


， 2 
本 = 2 十 Af 5 可 TV(zjexpf 一 2arzjdzr 一 a 2r Vir)expt— 2ax’)dr =0 
(11.5.5) 
结合 (11.5.4) 和 (11.5.5) 得 到 


Eo)w = 所 所 | sp(- 2ar 1 + 4azz)V(z)dz (11.5.6) 


由 于 exp( ~ 2az2) 和 (1+ 4az2) 都 是 正 函 数 而 (zy<0 对 于 任意 x+ 成立 ,我 们 有 { 瑟 9 ) <0, 从 而 
Eo 世人 0, 我 们 就 证 明了 旺 中 要 求证 的 结果 . 


11.6 一 个 粒子 在 一 维 位 势 Y(z)= Xze' 中 运动 . 利用 变 分 法 给 出 基态 能 其 的 近似 值 , 并 与 严 
格 解 Be 一 1.06 3501, 其 中 丰 = 2mu142 进行 比较 . 试探 波 丁 数 族 选 作 区 = (2afn)* 
ee . 

:入 六 。 首先 , 试 绿 波 数 已 经 轨 一 化 了 ,| 。| y [dz = 1. 哈 冤 顿 算 符 为 形 = 寺中 + 

Xr ; 这 样 

,| "(x) (- 却 | st + ax’ ] lz)dz 

OQ {11.6.1) 

| Cr) gz)dz 


其 分 母 由 归 一 化 条 件 知 其 为 1. 于 是 


‘m= (¥) ee (- 专 ) 世 (2 ut 六 (至 ) s 和 (2 sd 
| _ ee 2a[2ar2 - 1]dz + | EL 


#2 2 Wi dl 2 om 
= 一 Fo 40| e I dr + j 20f ea dz + Aaf ef ei ridx 


2 Tt 
{11,6.2) 
第 一 个 积分 为 
和 /re 2 
五 至 一 Dm S40 * Tdx = 一 去 尝 4o2 本 让 元 二 全 2 {11.6.3) 
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第 二 个 积分 为 
第 三 个 积分 为 
将 这 些 积分 代 人 ,我 们 有 


(ED -和 3 


站 (11.6.6) 
立 


dHY 本 3 dH mA 3 
此 时 [< ) = 二 天 二 :由 5 和 |， -0 给 出 2 阁 站 0 “= (2 ) . 利用 二 = 2maj 
7 得 到 ao = (318) 2 .将 其 代 和 人 (11.6.6) ,我 们 有 


3 LT Ci 
(Hr = 3 2 = 1.082 Fk (11.6.7) 


与 E 的 严格 解 相 比 ,我 们 看 到 我 们 的 近似 相当 成 功 . 误差 只 有 大 约 2% 

一 个 粒子 在 势 场 中 运动 . 假定 势 场 V(r) 满 足 半 经 典 近 似 条 件 , 试 估计 粒子 分 立 能 级 的 
个 数 . 

解 蚁 ” 相 空 间 中 动量 满足 0< ppon ,坐标 在 体积 dV 中 的 状态 个 数 为 椰 xjic rs 对 
于 轩 定 的 r, 粒 拖 的 动量 可 以 假定 其 满足 E= 如 /2m + V(r)<0、 这 样 ,动量 的 最 大 值 为 pe = 
V2mV(7) ,将 pm 代入 ,我 们 得 到 体积 dY 里 的 状态 数 


dN = 地 本-2mV Cr) Ey (11.7.1) 
这 样 ,高 散 谱 的 总 个 数 为 
_ flame W213 
N= sr|[ Vr)] dr (11.7,2) 


积分 是 在 V(r)<0 的 多 域内 进行 的 ， 当 V{r) 按 照 r "下 降 ( 其 中 > 分 时 ,这 个 积分 是 发 散 的 ， 
(a) 对 于 吸引 Coulomb 势 ,给 出 WKB 近似 适用 的 条 件 ;(b) 对 于 琉 尔 所 原子 模型 ,这 个 
条 件 对 应 着 什么 ? 


租 地， (a) 将 WKB 近似 的 适用 条 件 写 成 


1 dz | 次 | 绕 | (11.8.1) 
抱 略 因子 1/2 ,得 到 
Ls 
专 | 坚 |<1 (11.8.2) 
利用 
至 =- 玫 V5E =- 至 全- 更 (11.8.3) 


其 中 忆 = -有 是 经 典 力 , 将 (11.8.3) 代 人 (11.8.2) ,我 们 得 到 


miiF| 
了 


祥 工 
p {11.,8.4) 


* 严格 来 说 ,这 个 状态 数 是 箱 归 一 化 条 件 下 动量 本 征 态 的 个 数 . 对 于 势 场 中 的 一 维 定 态 问题 ,系统 的 定 
态 并 不 是 动量 本 征 态 一 -甚至 不 是 连续 谱 ， 因 此 用 这 个 状态 公式 是 有 问题 的 -一 - 译 者 注 ， 


-一 


本 
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对 于 吸引 Coulomb 场 ,下 = - sjy2 ,这 样 我 们 得 到 动量 的 估计 
p~vYamlVi~-y (11.8.5) 


(11.8. 和 成 为 .2 人 


= 最 后 得 到 
r me (11.8.6) 
(b) 乞 原 子 的 玻 尔 半径 为 ap = 本 jme ;条 忻 (11.8.6) 成 为 > 六 aa. 对 于 玻 尔 模型 ,第 * 个 能 级 上 的 电 
子 关 质子 的 间距 为 Fu 一 ni ap ;WKB 近似 的 适用 条 件 为 nx 党 1， 
11.9 运用 WKB 近似 给 出 一 维 无 限 深 热 阱 内 的 束缚 态 ,并 与 严格 解 进 行 比较 . 


和 解 #5 。 设 势 阱 壁 在 *= +a 处 . 在 边界 上 小 画 数 为 0. 从 方程 (11.15) 和 {11.16) 得 到 


f = oos(— Bn) 
(11.9.1) 
0 = co ~ Brn) 
可 解 出 特 解 B, = B, = 1/2. 利用 {11.11) 得 到 
blz de’ = 20k, = (n+ Dr (11.9.2) 
这 样 
_ 1 Ek nt) 
BE, = 于 本 Be {11.9.3) 
严格 解 为 ,= 丰年， 
11,10 利用 WKB 近似 给 出 线性 谐振 子 的 能 级 . 
解 .4 和 考虑 Bohr_Sommerteld 量子 化 条 件 
[pCa)qr = nat+12) Cn =0,1.2,....) (11.10.1) 


其 中 p(z) = V2m{EE 一 VV) 为 计 拓 于 的 动量 ,是 其 能 量 , V(x) 是 势能. 这 是 因为 中 Pdz = 2 pdz 
对 于 线性 谐振 子 成 立 , 我 们 可 以 写 下 由 (11.10.1) 给 出 的 Bobr.Sornmerfeld 量子 化 条 件 , 对 于 谐振 
子 , 我 们 有 Y= 于 me a 和 5 是 由 条 件 p(a) = pt&)-0 或 即 E-V=0 和 E me 0 定义 
的 转向 点 , 这 样 我 们 有 


a --\ 沾 ， 6 =A/ 沁 (11.10.2) 
定义 新 变量 = = zA/ ,并 得 到 
[amdz = 站 | VT: = 于 (11.10.3) 
与 (11.10.1) 比 较 后 得 到 
E, = 各 (n+ 二 ) (11.10,4) 


由 半 经 典 近 似 得 到 的 结果 正好 与 严格 解 相同 . 
11.11 利用 半 经 典 近似 计算 下 述 执 合 的 穿 透 系数 


x 


V(x) = Vi 人 1L- 巨 )， -aTERa 


0， 其 余 


{11.11.1) 
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见 图 11-3. 


图 11-3 


3 涯 : 确 。 设 粒 子 的 能 量 为 玉 , 质 量 为 m. 半 经 典 近似 下 的 穿 透 系数 为 
Tow- 3[ VIVE ETar| (1.11.2) 
其 中 zx; 和 zs 是 由 Vz)= 玉 定义 的 转向 点 | 


=- a 1- 元 ， =+av1- 声 . (11.11.3) 


(11.11.25) 变 成 


[| (EV, I a 
To -atv zm [ v,( (1- 素 ) - Eldz (11.11.4) 


计算 积分 
a 2 a 一 E) 
T~op[-yf 匀 人 如 | (11.11.5) 
的 公式 的 适用 条 件 是 (11.11.5) 式 中 的 指数 很 大 . 此 即 


/2m a{ Vo ~ E) 
Vo >1 (11.11.6) 


极 根 ->0 给 出 了 量子 物理 学 到 经 典 物 理学 之 问 的 过 彼 ， 假 定 波 函 数 能 够 写成 下 式 
yr, 4)=es "|f#&, 且 系统 处 于 定 态 ,此 时 SCr, 1)=alr)- Er. 导出 半 经 典 近 似 成 
立 的 下 述 条 件 ;(a) (Ve) 兴起 玉 也 和 疡 污 .p|;(b) 对 二 一 维 运动 的 特殊 情况 ， 


?| 过 | | 里 | ,其 中 》 是 由 全 布 多 总 关系 1 = 82 给 出 的 波长 Ko) p'>mmh 5 | 
(a) 将 波 函 数 5(r，1) = ss+ 代 人 蔡 定 诅 方 程 
- 才 w+ Ver)y = 六 性 (14. 12.1) 
得 到 
(VS .V9) 一半 V8+ Vr =- 字 (11. 12.2) 
利用 系统 处 于 定 态 的 假定 , 代 人 S{r, 1)=s(r)_ Er 


元 (Yo 一 入 讽 Yo + Vr) = (11.12.3) 


要 给 出 量子 物理 学 到 经 典 物理 学 的 过 渡 , 我 们 必须 到 极限 二 >0, 此 时 (11. 12. 3) 中 的 - 2 各 项 可 
以 怨 略 ,我们 得 到 


Nr 


ee 


sr 


re ng 
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a (voy + V(r)}=E (11.12.4) 


这 个 方程 可 看 成 是 经 典 力 学 中 的 险 密 顿 - 雅 可 比方 程 ,其 中 Voo = p. 观察 (11.12.3) ,我 们 注意 到 在 


{Vou 疙 下 | 21 (11.12.5) 

满足 时 ,11.12.3) 了 世 能 过 渡 到 {11. 12.4). 于 是 (ti1.12.5) 式 可 以 当 作 半 经 典 近似 成 立 的 必要 条 件 . 
它 还 能 写成 下 型 : 

pIT- pl (11.12.6) 


{b) 在 一 维 运动 的 情况 下 ,9 .= 运用 (11.12.6) 我 们 有 


1 六 二 [dd (1.12.7) 
将 德 布 罗 意 关系 1 = jjp 对 z 微分 ,我 们 得 到 
尼 _ | 许 _ 2 (11.12,8) 
p x 
由 (11.12. 7), 我 们 有 | 2 典 -| <<1. 这 样 
1 袍 | 部 “11.12.9) 
菜 件 ( 芋 . 12. 细 可 以 做 如 下 的 解 二 : 在 让 离 A/2x 上 波长 的 变化 必须 远 远 小 于 波长 本 身 . 
(ce) 在 经 典 力学 中 我 们 有 p= 2 一, 由 此 
dp _ dp dV 加 dy mdy 
针 = 和 攻守 = ri 《11.12.10) 
dp| _ mldv 
这 样 | 得 | = 至 | 坚 | . 代入 (1.12.77, 最 后 得 到 
及 交 mi | | (11.12.11) 


和 1.13 利用 WKB 近似 导出 Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 .* 
11.14 应 用 半 经 典 近 似 给 出 粒子 在 中 心力 场 中 运动 的 各 向 波 函 数 . 
镍 :和 由 中 心力 场 中 的 粒子 理论 得 知 相应 波 函 数 的 答 向 部 分 可 写成 下 型 R(7) = u(;)/; .其 


中 ut{r) 满 足 方程 
+ | 从 (&- VO) -ED ur) =0 (11.14.1) 

将 xfr) 写 成 下 型 ， 
u(r) = Clr)eqp[i( St ) ] (11.14.2) 


这 里 C( 玉 和 S(r) 是 实 函 数 . 将 (11.14.2) 代 入 (11.14.1), 得 


Sh eB) eB) (ED) . 


二 
+ Cn)emp( 定 )( 计 后) + Cr)ep( 革 )( 主 3) 


下 
+ | 笃 中 - Vr) -LLY ce)enp(s)= 0 (11.,14.3) 


* 原著 中 本 题 的 解法 应 用 了 许多 前 面 没 有 给 出 的 结果 ,过 于 简单 . 由 于 本 题 的 内 容 在 一 般 的 量子 力学 标 
次 闲 科 书 中 都 有 幸 尽 的 讨论 ,而 且 完 整 的 证 明 相当 长 , 译 者 在 此 将 这 题 的 解答 删 去 ,建议 对 本 题 的 解答 感 兴趣 
的 读者 去 参照 量子 力学 标准 教科 书 中 关于 这 个 问题 的 讨论 -一 译 者 注 ， 


sg 


myn 


: 
四 
和 
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令 (11.14.3) 左 边 的 实 部 和 虚 部 为 0 ,我 们 有 


dC(r) ds(r) 中 Sfr) 
2 一 0 {11.14.4) 
和 
dsfr) 人 2 起 由 CUr) hi + 1) 
( dr ) -CH dr 7 2m[E— Vir)] 2 (11.14.5) 


积分 (11. 14. 4), 得 到 CUr) = (const,}) x ( 堆 中 ) ,由 于 #7 是 小 量 , 我们 能 够 近似 求解 


(11. 14. 5)， 
将 SUr) 和 Ctr) 展 开 成 下 的 级 数 


Sr) = Solr) + iS.(r) + O(#?) 
Clr)} = Cotr) + iC (rr) + OF#?) {11.14.6) 


代入 方程 (11.14.4) 和 (11.,14.5) 并 比较 的 头 两 阶 检 前 面 的 系数 一 一 如 要 将 Str) 和 Cir) 计算 得 
更 加 精确 一 些 .可 在 {11.14.6) 中 保留 的 更 高 阶 项 ,而 在 WKB 近似 中 我 们 一 般 都 只 考虑 到 上 阶 . 


多 


我 们 得 到 
dCo(r) dSo(r) 中 Sufr) 
2 dr dr + Col7) dr =0 
。 (11.14.7) 
(2) = 2m(E- Vr) 
和 ; 
dcutr) dSi(r) ,dCi(r) dso(r) Si(r) 中 Sity) 
2 一 0 
2 St dS -0 (11.14.8) : 
求解 (4141.14. 耻 和 (11.14. 信 ,我们 得 到 | 
Solr) = [EE VamtE YIJ | 
Sifry 三 常数 
-1 
Cnfr) = 肖 数 (<0) (11.14.9) 
dSotr) -二 
Ci(r) = 常数 (3 ) 

注意 ,在 2m(E 一 V7))<0 时 So lx) 是 复数 ,最 后 我 们 得 到 (需要 将 的 各 项 进行 适当 的 归并 . ) ' 
“ 
dr v2m{E— VY 3 
wu(7) = 常数 (2m(E ~ vomoolil ee 加] ar 
再 由 R(r)= x(r)ir 可 得 到 及 (y) : 


补充 习题 


11.15 利用 试探 波 钞 数 族 y= Nexp( - ar*) ,计算 氨 原 子 基态 的 变 分 上 限 并 与 严格 解 比 较 . 
答案 《EH) = -11.5eV.， 精确 值 为 - 13, 6ewV， 
11.16 利用 变 分 法 计算 氧 原子 的 基态 能 量 ， 采用 如 下 的 试探 波 函数 族 ， (DP = Arexp( — trian) (tb) 由 = 


As{b:+ 3) 0) =A4, 过 em 其 中 ao 是 琉 尔 半径 . 将 你 得 到 的 解 与 严格 解 对 归并 讨论 其 基 
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答 哗 ta) 5=1, ¢HYin = -大 = - Euri(tb) b= 地 ， 《 五) = -0.81En;(c) 6 = 学， HD = 


-0.75Ew ,其 中 En 是 氧 原子 的 基态 能 量 . 

11.17 利用 变 分 法 给 出 策 核 的 结合 能 . 假定 质子 和 中 子 之 间 的 位 势 为 V(r) = Aexp( -riro) ,试探 波 消 数 
族 选 为 yr)= Cexp( 一 亡 ), 其 中 及 和 C 是 归 一 化 常数 ,ro 是 有 效力 程 . 
答案 E= 一 2.1Mev. 

11.18 ”说明 在 中 心力 场 中 WKB 近似 的 适用 条 件 为 1<<1, 其 中 ! 是 角 动量 量子 数 . 解释 为 什么 这 个 近似 称 
为 半 经 典 近 似 . 
答案 ”由 于 角 动量 的 值 是 上 = i(4+ 1) 玉 ,要 保证 角 动 量 是 有 限 值 , 角 重 子 数 ! 大 就 意 汪 闭 (天) 小 . 


也 ,19 非 谐 振子 的 哈密 顿 算 符 为 = 一 人 Ey +x? + xz, 利用 WKB 近似 在 -co 时 给 出 基态 
答案 p~ 二 exp{ + 握 )， [x|=o0. 
11.20 运用 WKB 近似 计算 电子 穿 各 图 11-4 所 示 的 势 澡 的 穿 条 系数 ， 


Vo— 去 经 ?， x < 2Volk 
Vr) = {11.20.1) 
0， 其 余 ， 


Ea 
天 


图 11-4 


答案 工 - oo| - 引 /可 说 Man (w ” 可 kz - Ejaz|. 


| 21W + 上 


11.21 利用 WKB 近似 计算 如 下 势 沫 的 穿 和 过 系 数 ; 


了 < 上 


0， 
V(x) = .21. 
人 0 (11.21.1) 


图 11-5 


其 中 Vi 和 天 基 和 常数. 
答案 
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T=om[- Fl VintE -~ VTi)dz|= ep| -4 可 (wm - E)” | 

11.22 一 个 角 动 量 为 0 的 粒子 从 下 述 中 心 势 场 里 光 出 的 概率 是 多 大 ? ， 

V(r) :| ~ (11.22.1) : 

el Vn) el Bl) EE 


四 区 < ee 本 _. a 
和 
3 人 可 和 和 

i 2 1 人 
汪 we I 到 和 和 : 
和 和 和 ee 
站 了 宝 3 
ed 和 人 


fe 


12.1 数值 积分 


对 于 给 定 的 上 下 限 a 和 上 之 间 的 已 知 函 数 F(z) 的 定 积分 的 数值 处 理 是 将 区 间 [a ,65 ] 分 
成 用 如 下 定义 的 N+1 个 点 分 成 的 N 个 小 区 间 . 


= To TI = 上 B (12.1) 
点 ZX; 是 等 距 分 布 的 , 步 长 h=(b -a)jN 
Ti= Xxotih, i=0,1,,N (12.2) 
然后 把 积分 写成 小 区 间 上 积分 的 和 
b 十 具 站 2 各 
| adaz = 人 Fa) + fz)de te + Alz)dz (12.3) 


使 得 在 每 个 小 区 间 上 f(x) 易 于 严格 求 积 . 我 们 将 给 出 两 种 数值 积分 方法 :第 一 个 方法 称 为 复 
化 稀 形 公式 , 它 将 f(x) 用 图 12-1 所 示 的 分 段 线 性 函数 来 远近 ， 


12-1 


此 时 积分 | “f(z)dz = [7(zsa) + f(zi)] 各 .车 记 f(zi)=_, 我 们 有 


/zde a[ tAtAt | (2.4) 
第 一 个 方法 称 为 复 化 Simpson 公式 . 它 基于 在 相 邻 的 3 个 点 上 将 /(z) 用 2 次 插值 多 项 式 来 
通 近 . 此 时 积分 | “f(z)dz [于 /+ 村 Fo + 于 as ] ,这 样 ,我 们 有 


[rere eee fpr tf ge: 


~ [fo + 4f, + 2 +4f3 + + fh] (12.5) 


时 时 应 该 牢记 心中 的 是 这 些 方法 都 是 积分 的 近似 计算 法 . 对 于 大 的 六 ,我 们 可 以 分 析 近 似 的 
程度 . 对 于 复 化 梯形 公式 ,误差 正比 于 1/N? ,对 于 复 化 Simoson 公式 ,误差 正比 于 UN+; 一 般 
说 来 , 复 化 Simpson 公式 比 复 化 梯形 公式 精确 一 些 . 
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12.2 函数 方程 求 根 


求 函 数 f(z) 的 根 就 是 解 方程 六 rz)=0. 所 有 的 数值 求 根 方法 先 都 要 对 根 进 行 某 些 初始 
假定 ,然后 通过 迁 代 来 肖 近 和 根 ， 由 于 这 些 初 始 假定 可 能 与 真实 情况 相差 其 远 , 收 伍 快 的 假定 才 
是 好 的 假定 (这 时 所 需 的 迭代 次 数 较 少 )， 区 对 F(z) 的 根 进行 侦 定 ,首先 要 画 出 六 z) 的 草图 . 

我 们 来 给 出 3 种 求 根 方法 . 第 一 种 方法 
/9 称 为 对 分 法 , 这 个 方法 适用 于 我 们 要 找 的 根 
处 于 图 12-2 中 给 定 的 区 间 [x,，z2] 中 的 情 
襄 ， 
此 时 我 们 知道 f(x) 和 f(x;) 异 号 . 对 
My * ”于 一 阶 选 代 ,我 们 在 xz, 和 zx; 的 中 点 上 计算 
. (入) 的 值 ,并 用 中 点 来 蔡 换 与 x， 和 *; 中 
函数 值 f(x) 和 fz;) 与 中 点 函数 值 符号 相 
图 122 局 的 那 一 个 点 , 依 此 类 推 , 每 一 次 选 代 都 将 
含有 待 求 的 根 的 区 间 的 长 度 减 少 1/2, 这 样 我 们 对 根 的 估计 的 最 大 误差 (我 们 取 中 点 作为 根 的 
近似 估计 ) 不 会 超过 含有 待 求 的 根 的 区 间 的 长 度 的 一 半 , 记 初 始 区 间 长 度 el = |z; 一 xz |, 为 
使 根 的 误差 为 e/2, 我 们 需要 做 nn = log {eols ) 次 迭代 . 只 要 初始 区 间 [z ，z; ] 包 含 根 ,对 分 法 
总 是 收 敏 的 { 此 法 也 可 以 用 来 求 奇异 点 ). 

第 二 种 方法 是 应 用 f(x ) 导 数 的 Newton-Raphson 法 . 我 们 从 猜测 的 初始 点 x 出 发 ,对 根 

的 每 一 个 新 的 近似 由 前 一 个 近似 给 出 

rx! = + (12.6) 
当 | 天 ”一 过 | 小 于 我 们 预先 给 定 的 误 善 之 后 就 停止 选 代 . 为 了 理解 这 个 方法 的 实质 ,我 们 将 
(12.6) 式 写成 下 式 ; 


Ar)+tF(r)(r -x)=0 (12.7) 
注意 到 (12.7) 的 左 端 就 是 f(xw'*!) 的 线性 近似 . 这 实际 上 相当 于 把 函数 Ar) 用 其 线性 近似 来 
代替 . 


第 三 种 方法 弦 位 法 在 形式 上 与 Newton-Raphson 法 类 似 . 我 们 不 计算 导数 的 取 值 ,而 近似 
地 以 差 高 来 代替 导数 


fe) ~ HE A) (12.8) 
这 样 ,我 们 有 


itl1 


| 
= x -FT DA() (12.9) 


12.3 常 微分 方程 的 积分 


物理 学 中 有 大 量 求解 微分 方程 的 问题 . 许多 物理 上 的 重要 推论 都 是 从 微分 方程 导出 的 . 
我 们 来 给 出 几 种 求解 如 下 形式 的 微分 方程 的 方法 


和 = f(zx, y) (12. 10) 


这 些 方 法 的 精度 各 有 差别 ,而 计算 必须 达到 需要 的 精度 . 此 时 我 们 应 该 选择 适当 的 方法 . 注 
意 到 高 阶 方程 


i 
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2 
9 = F(x, y) (12.11) 
可 以 写成 
d 
和 = F(z, yj),zx= 全 (12. 12) 


它们 也 能 用 同样 的 办 法 求解 . 
第 一 个 方法 是 Euler 法 . 它 最 简单 ,而 精确 度 也 最 差 . 将 (12.1) 写 成 差分 方程 


外 = f(x, y) (12.13) 
或 即 
Ay = flx, y)Ar (12.14) 
从 起 始点 yo = y{zo) 开 始 通过 迭代 计算 y( zz) 的 值 
Yn = Yt Fre Tl — Ta) (12.15) 
记 迁 代 的 步 长 为 Ax = z,,, 一 z, =h( 在 计算 中 取 为 常数 ) ;这 样 有 
Yat = Yn + fxns Yr)h (12.16) 


点 (zol Ya+1) 内 与 (zx,，y,) 有 关 ， 先 代 的 精度 主要 依赖 于 步 长 4 的 选择 :4 越 小 精度 越 高 . 
yn+1 的 误差 正比 于 7， 

第 二 种 方法 是 Runge-Kutta 法 , 它 基于 在 Euler 法 中 将 f(x ,y) 用 泰勒 级 数 进行 展开 . 大 
勒 展开 的 阶 数 越 高 (高 阶 Runge-Kutta 法 ) ,精确 度 也 就 越 高 , 考虑 2 阶 Runge-Kutta 法 


rl 三 和 十 中 2 (12.17) 
其 中 
下 1 一 hf(x, 1) 
| (12.18) 
hk = pflr, + hl2, y, + ki12) 
误差 正比 于 有， 类似 地 ,3 阶 Runge-Kutta 法 为 
Vatl Yr + 于 (局 + 4k, 十 天 3) (12.19) 


其 中 
R) = hf(r,, y,) 
ka = hf(zx, + hl2, y, + kl2) (12.20) 
Rs = 上 FUzn + A, yn — Ri 十 282) 

误差 正比 于 +. 4 阶 Runge Kutta 法 为 


Yr = +R + 2k + hy 二 下 (12.21) 
其 中 


* 这 里 的 说 法 有 问题 . 高 阶 的 方程 对 应 的 是 一 阶 方程 组 ,而 方程 组 的 数值 求解 与 方程 的 数值 
还 是 很 大 的 一 一 译 者 注 . 数值 求解 的 区 别 
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k, = hf(rss Y,) 


= hf(lr, + hl2, y, + kl2) 
k2 fxs t+ hl2, y 1 (12.22) 
ks = 下 FUz + hl2, y, + Kl2) 


ka = hf(zs + h, ys + ks;) 
误差 正比 于 大. 依 此 类 推 . 
薛 定 谓 方 程 是 2 阶 微分 方程 . 上 述 方法 涟 要 知道 波 函 数 和 其 导数 在 给 定点 处 的 取 值 由 


于 波 函 数 的 导数 的 值 常常 是 不 知道 的 ,我 们 代 之 以 求解 波 函 数 的 边 值 问题 . 我 们 在 此 给 出 一 
种 求解 二 阶 常 微分 方程 的 边 值 问题 的 方法 一 一 Numerov 算法 ， 


Numerov 算法 经 常用 来 求解 下 型 的 方程 ， 
dy +k'(r)y = S(x) (12.23) 
利用 二 阶 导 数 的 三 点 差分 公式 [ 注 :这 是 一 个 近似 公式 ] 
Yatl 一 党 + yr 六 + 各 (12.24) 


其 中 y 和 yy 分 别 是 y 在 处 的 二 阶 导数 和 四 阶 导数 , 利用 (12.23) ,我 们 有 
y= Rr)y + Sz)]|,., (12.25) 
记 (z.)=&，S(z,)=S,. 我 们 得 到 
ye =- 忘 [外 sm 一 38 + R21 Yl ]+ [Su -2S, +S] (12.26) 


将 (12.26) 代 入 (12.23) ,我 们 得 到 


2 2 2 2 


(12.27) 


其 中 截断 误差 正比 于 hs. 这 个 误差 小 于 4 阶 Runge_Kutta 法 的 误差 *. 
注 :下 面 所 有 的 程序 都 是 用 通常 的 FORTRAN77 写 出 并 在 IBM AIX RS_-6000 工作 站 上 编 
译 通过 . 精度 都 取 成 REAL * 4. 


习 题 解答 


12.1 写 出 一 个 FORTRAN 子 例 行 程序 
SUBROUTINE Simpson(FUNC, a, b, s) 
INTEGER N 
REAL FUNC(O0:10000), a, b, s 
利用 复 化 Simpson 公式 来 计算 FUNC 从 a 到 的 积分 . FUNC(0:N ) 是 一 个 N + 上 维 


* Numerov 算法 实际 上 是 常 微分 方程 边 值 问 题 的 差分 算法 的 一 个 改进 . 原著 中 对 这 一 算法 的 叙述 并 不 
完全 . 实际 上 缺少 了 对 边 值 的 模拟 一 一 而 这 正 是 这 一 方法 的 精髓 所 在 ， 现 根 据 文献 简 述 如 下 ， 

设 方程 (12.23) 的 边 值 条 件 为 y(0) =a,y(1) = 6, 在 (0， 1) 中 撤 上 n -1 个 等 中 的 点 zx ,并 定义 yo = ea， 
fn; =1n. 这 样 (12.27) 就 变 成 了 加 和 y 已 知 的 一 个 差分 方程 . 它 的 求解 问题 对 应 于 一 个 
三 对 角 线性 方程 组 的 求解 . 可 用 线性 代数 中 的 数值 计算 技巧 来 处 理 一 一 译 者 注 ， 
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的 数组 ,给 出 了 被 积 函 数 在 N+1 个 间距 为 上 = (8 一 a)/N 的 点 上 的 值 . 积分 的 值 放 在 
s 中 . 
: 解 “ 风 由 复 化 Simpson 公式 . 
S = SEFUNC(O) + 4% FUNC(1) + 2* FUNC(2) + 4* FUNC(3) + + + FUNC(N)) 
{12.1.1) 


对 于 奇数 和 惕 数 的 N ,我 们 要 分 开外 理 . 下 面 是 一 种 可 能 的 处 理 方法 ， 


=FUNC(O) + FUNCCN) 
让 i 从 1 到 NN-1 勿 环 
如 果 i 是 偶数 
1=s+2FUNC(i) 
其 他 情况 
ss+4FUNC(I) 
结束 循环 
s=s3°(B- A)(3*xN) 


这 个 算法 用 FORTRAN77 实现 如 下 、 


C# # 计算 定 积分 
SUBROUTINE Simpson(FUNC., N, a, b, s) 
INFTEGCER N 
REAL FUNCO:1000) ,a, b, s 
s 一 站 、 
s= FUNCO) + FUNCON) 
DO1i=1, N-1 
Cx x modti, 2) 在 ;是 偶数 时 为 0, 在 ;是 奇数 时 为 1， 
s=S+t2x*2¥ ¥ {MOD(G, 2)) * FUNC() 
1 CONTINUE 
s=s* (b—a)f(3* N) 
RETURN 
END 


利用 Simpson 方法 写 出 一 个 程序 来 计算 下 面 的 积分 


bE 2 
上 dz (12.2.1) 


立 


程序 的 输入 为 由 12.1 给 出 的 a, b 和 N. 对 于 不 同 的 N 和 a =0,5=1, 计 算 到 1 x 
10 习 精度 . 


: 解 必 FF ， 例 12.2 的 程序 
INTEGER N 

REAL FUNC(0: 1000) ,a, b, s 
REAL x, h 


Cx * 给 出 积分 上 下 限 
WRITE( * ,+ ) Enter the intaval bounds a and b:’ 
READ (¥# ,x*)Ya,b 


和“ 
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Cx *# 定义 结果 的 输出 文件 
OPEN (LUNIT=1, FILE= ‘result., txt ’ ) 
WRITE(], * ) The value of the integral of the function exp(x ¥ #2)’ 
10 FORMATC from’ , f4.2, ‘to’ ,4.2) 
WRITE(1,10) a, b 
WRITE(I, * )'N s The lntegral’ 


Cr * 输 入 分 点 数 N. 

2WRITE( ¥ , * }’ Enter the number of points NIOSNSK1001 
WRITE(C * ,+ ) "Enter N<0 th stop’ 
READX *,*)N 
IF tn.GT, 1000,0R,.n.LT.1) GOTO 3 


Cx * 计算 步 长 
h= 作 -af 


Ce#x 计 算 N 点 上 的 函数 值 , 
DO1i=0,N 
x=a+hx* FLOAT() 
FUNCO) = EXP(x *# x) 
1 CONTINUE 


Cx * 计算 积分 
CALL Simpson(t FUNC, N,a,b,s) 


Cx * 打印 结果 
WRITETL * ]N,s 
WRITE( # , * )N,s 
GOTO2 

3 STOP 

END 


Ca # 计算 定 积 分 的 子 程序 
SUBROUTINE Simpson( FUNC, N,a, b, s) 
INTEGER N 

REAL FUNC(0:1000) ,a, b, s 

3 二 0 

s=FUNC(ON + FUNC{N) 

DO1i=1, N-1 
Cx #modti, 2) 在 i 是 偶数 时 为 0, 在 i 是 奇数 时 为 1. 
Ss=s+2*2# # (MOD(G, 2)) # FUNCG) 
1 CONTINUE 

s=s* (bh- a)/(3x N) 

RETURN 

END 


程序 运行 的 结果 是 


1 IT 四 Ct 


Tp a 


Ei 
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NSTheInegral N S The Integral 
10 1.347725272 100 1.4 50347781 
20 1.402942777 110 1.4 51459050 
30 1.422343731 120 1.4 52386498 
40 1.432232141 139 1.4 53171015 
501.438225508 1 和 0 1.4 53844905 
60 1.442246556 150 1.4 54429030 
70 1.445130706 200 1.4 56477404 
80 1.447300673 500 1.4 60176587 
90 1,.448992372 1000 1.4 61413145 


计算 积分 的 子 例 行 程序 就 是 我 们 在 12.1 中 编制 的 子 例 行 程序 . 大 量 应 用 子 例 行 各 序 能 够 提高 程序 
的 可 读 性 ,但 会 降低 运算 速度 . 

输出 的 结果 给 出 了 “= 0, 5=1 时 的 N 和 S. 我 们 看 出 不 同 的 N 值 对 应 于 不 同 的 S 值 ,对 于 较 
大 的 N,S 的 数值 比较 稳定 , 即 取 值 变化 不 大 , 我 们 看 出 在 N =80 以 后 ,S 小 数 点 后 的 两 位 就 不 发 生 
变化 了 . 这 说 明 我 们 已 经 达到 了 1 x 10 药 精度 . 
分 别 利 用 著 位 法 (zi =0， zz 三 1) 和 Newton-Raphson 法 (zi =1) 写 出 两 个 用 于 求解 方 
程 oosz= 工 的 FORTRAN 程序 . 精确 度 取 为 小 数 点 后 5 位 ， 
. 解 # 注意 到 图 12-3 中 画 出 的 函数 y= oosz 
和 ?=x 的 图 像 

cosx -了 工 = 必 的 解 对 应 于 y= ccsz 和 y= 工 的 交 
点 对 应 前 = 值 . 由 图 12-3 阔 出 这 个 交点 在 区 间 [0,1] 
中 ,从 =9，zz = 1 开始 弦 位 法 的 计算 较为 合适 . 
对 于 每 次 达 代 我 们 都 得 到 新 秆 XM= (xz, + x,)12, 并 
将 其 与 XM 前 一 次 的 迭代 值 XMOLD 比较 . 如 果 XM 
和 XMOLD 之 间 的 差异 小 于 1 x 1075 ,我 们 就 得 到 了 
5 位 有 效 数字 . 程序 的 一 种 写法 如 下 ; 
程序 12.3 一 1 


12-3 


REAL xl, x2, XM, XMOLD 
REAL toler, fl, &, im, f 
INTEGER iter 


C* # 选 代 数 初始 化 


iter=0 


C* # 初始 假设 
xl1=0 

x2=1 

XM= (xl + x2)/2 
XMOLD= x1 


Cr # 最 大 误差 
toler= 0.00001 


CH 当 新 一 轮 选 代 值 不 等 于 泪 一 轮 的 选 代 值 时 的 继续 进行 选 代 的 条 件 . 
DO WHILE( ABS(XNM — XMOLD). GT. toler) 
Iter= iter+ 1 
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Cx x 计算 不 同 点 处 的 函数 值 
=x1) 

人 2= 藉 x2) 

fm= f(XM) 

[IF ({(fm* {1).LT.0) THEN 


Cx* * 当 人 (XMD 的 符 续 与 人 x2) 相 同时 : 
x2= XM 
ELSE 


Cx 当天 XMD 的 符号 与 ftxl) 相 同时 ; 
xl= XM 
ENDIF 


C* * 存储 前 一 次 选 代 的 结果 
XMOLD= XM 


Cx * 新 一 轮 选 代 
XM= (xl + x2)/2 


” END DO 


Ce * 打印 结果 

WRITE(C * , * 六 The zero of f(x) is: ’ ,XM 

10 FORMAT'{ ‘obtained after’ , iter, ‘iterations. ' ) 
WRITE( # ,10)iter 

STOP 

END 


Cx* * 竺 求 零点 的 菠 数 的 定义 
REAL FUNCTION f(x) 
REAL x 

F=OOSx—x 

RETURN 

END 


程序 运行 的 结果 是 : 
The zeto of f(x) is 0.7390823364 
obtained after 16 iterations, 


与 此 类 似 , 运 用 Newton-Raphson 法 只 需要 给 出 一 个 初始 选 代 值 . 应 用 相同 的 选 代 停 止 条 件 ,我 们 有 
= 当 f(z f(z ) 小 于 误差 时 迭代 停止 . 


程序 12.3 一 2 
REAL xl 


REAL f1, dfl, toler 
INTER iter 


Cx * 选民 数 初始 化 . 


re 
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iter 二 恬 


Cx* * 误 差 的 上 限 
toler= 0.00001 


Cr * 刺 始 条 件 
xl=1 


Cr 


Cr # 计算 函数 信 x) = eoex 一 x 和 其 导数 在 x= xi 点 的 取 值 ; 


f1=COS(x1) — xl 
d= —1*SINGx1)—1 

: 
Cx * 当 新 一 轮 浊 民 什 不 局 于 旧 一 轮 先 化 值 时 维 续 进行 选 代 的 条 件 : 
DO WHILE(ABSC1/df1). GT., toler) : 
Cx > 新 一 轮 选 代 
iter= iter+ 1 Ek 


Ce # 计算 谓 数 入 x) = cosx 一 x 和 其 导数 在 x=xl 点 的 取 值 ; 
x]=xl1- fliafl 

{1= COS(x1} — x1 

d= -1* 人 SIN(Gx1)—1 

END DO 


ST ee en aero 


Ce # 打印 缚 困 : 

WRITE (x , * }’The vero of {(x) is:” ,x1)- 

10 FORMAT obtained after ,iter “iterations, ")[ 译 者 注 :原文 为 *10 FORMAT(' obtained after’ ,13， 
“iterations.“)"， 该 早 "3" 明显 是 笔 误 . 现 改 正之 . ] 

WRITE( * ,10) iter 

STOP 

END 


4 


a 


运行 结果 是 . 
The zero off(x)is 0.7390851378 ‘| 
obtained after 3 iterations, -i 
我 们 看 到 Newton-Raphson 方法 只 用 了 3 次 选 代 就 得 到 了 与 区 位 法 16 次 选 代 的 同样 精度 的 结果 ,这 
说 明 Newton-Raphson 方法 的 收 伍 速度 快 于 豆 位 法 , 但 是 对 于 某 些 Newton-Raphson 方法 发 散 的 情况 ， 


蕊 位 法 却 是 收 敏 的 ， 
12.4 一 个 电子 在 如 下 势 场 中 运动 , 求 其 最 低 的 束缚 态 能 量 
-Vo O&KzEa 
V(x) = 1oo， z<0 (12.4.1) 
0， 其余 


其 中 a =2&, Vo =10eV( 见 图 12-4). 
中 入 对 于 束缚 态 - Vo < 玉 <0, 酉 定 二 方程 为 ( 见 第 三 章 ) 
p=0,z<0 (12.4.2) 
2 
-起 守 -Vy BO<s<a (12.4.3) : 


' 
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-Ey 4.4 

Ms) 2 5 = 到 ,ae<s 《12.4.4) 
利用 条 件 和 第- -3 本 (已 + W y+ Vo>0, 从 方程 (12. 
4.3) 得 到 

plz) = Aisin(kiz) + Bioogtkiz), Ox<a 


(12.4.5) 

nh 其 中 =V 2mtE+ 古 戏 训 与 之 美 似 ,(12.4.4) 给 出 和 
轩 124 = - 222 对 应 的 解 为 

$= Aiebs+Biet a | (12.4.6) 


其 中 心 =Y 一 2mEl# . 波 函 数 应 该 满足 边界 条 件 W( =- 一 oo)=0 和 We -oo)=0. zo 的 边 
界 杀 件 已 经 自动 满足 ,而 zoo 的 边界 条 件 要 求 A, =0. 由 波 函 数 的 连续 性 , 它 在 z=0 处 必须 满足 


条 件 B =0, 而 且 
Aisintk.a) + Bicos(ka) = Be (z= a) (12.4.7) 
这 给 出 41sin(4a)= Bie %*， 类 似 地 ,利用 如 的 连续 性 条 件 ,我 们 有 
Akicos(kia) 一 一 再 et (z= a) (12.4.8) 
综合 两 者 ,最 后 有 
Ricot(kia) 一 一 天 (12.4.9) 


求解 (12.4.9) 可 以 得 到 电子 的 能 量 本 征 态 . 最 小 的 能 其 对 应 于 最 小 的 如 和 如 ,我 们 必须 用 数值 方法 
求解 这 个 方程 来 给 出 如 和 名 的 最 小 取 值 . 为 此 我 们 将 &, 用 大 表示 出 来 ， 


已 = 各 (Et Vo) 总 =- 2 (12.4.10) 


由 此 2mVof 和 一同 + 如 ,或 即 如 = 一 如 这样 一 cot( 有 a) 一 /2mVo7 避 一 站 fk. 将 和 a 记 
成 +, 我 们 有 


Y 2mVoa’ lt 一 


TT 


一 Cot 三 


(12.4,11) 


nm 2 一 了 
为 得 到 最 小 的 能 量 , 我 们 在 图 12-5 中 本 出 y, = -oorz 和 y= 2 下 Vea /和 一 的 图 像 并 计算 和 
> 的 第 一 个 交点 对 应 的 = 值 
2mVoa 办 的 值 为 10.498597. 对 于 下 面 的 函数 ,我 们 利用 题 12.3 中 的 翟 序 来 进行 计算 * 


Cx * 待 求 零点 的 函数 

REAL FUNCTION f(x) 

REAL x 

{= TAN{x) + SQRT(10. 49859654100631 - XX) 
RETURN 

END 


函数 作为 一 个 外 挂 的 函数 子 程序 就 好 了 . 建议 读者 自己 去 完成 这 项 工作 ， 而 下 面 的 程序 实际 上 是 外 挂 在 各 
序 12.3-1 上 的 讽 数 子 程序 一 一 译 者 注 ， 


I 


a 


12.5 
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从 图 12-5 罩 出 x 值 位 于 区 间 [2,3]; 而 此 为 运算 的 
初始 条 件 . 对 程序 12.3- 上 做 适当 的 笑 改 [改动 
xl.XV 和 冯 的 初始 赋值 . ] 后 运行 得 到 


The zero of {(x)is 2.336280823 
obtained after 16 iterations. 
此 即 a= v2mai(E+ Vi =2.33628, 从 询 
最 小 的 能 量 为 . 
E+ Vo = 5.2eV (12.4.12) 
应 用 Numerov 算法 , 写 出 一 个 求解 电子 在 . 
势 阱 中 运动 的 薛 定 雇 方 程 的 程序 图 125 
0，0 寺 ra 
V(r) -1 (12.5.1) 
oo ， 其 余 


其 中 a =1A. 程序 的 输入 为 猜测 的 基 杰 能 级 ,而 输出 为 经 过 修正 的 基态 能 级 . 将 结果 
于 严格 解 对 照 *. 
效 s 罗 本 是 中 的 薛 定 己 方程 为 


298 = 0 (12.5 ,2 
引 人 无 量 岗 变量 = zfa ,方程 化 为 ， 
+ Ey -0 (12.5.3) 
它 属于 下 面 形式 的 方程 
E¥ + p(x)y = S(z) (12.5.4) 


这 里 S(x) =0, 入 (xz)= const. =2mEa’|#7, 在 程序 中 ,我 们 输入 一 个 初始 让 秆 ,从 (0) =0(psim) 
开始 ,通过 应 用 Numerorv 方法 求解 关于 写 下 的 方程 来 计算 WE= 1) (psip) ,然后 再 将 上 加 上 路, 重 
复 上 述 计 算 . 在 每 一 轮 选 代 中 我 们 都 把 上 加 上 由 ,一 直到 新 的 psip 与 上 一 轮 的 psip 符号 相反 ,此 时 
我 们 将 有 退回 到 上 一 轮 时 的 值 ,再 选择 一 个 较 小 的 下 …… 一 直到 号 小 于 1x10 :为止 , 我 们 相信 
用 这 种 方法 可 以 找到 我 们 想 要 找 的 E**. 取 初 始 的 大 值 为 0, 我 们 得 到 本 题 后 面 的 结果 . 我 们 希望 这 
个 解 收 伍 于 基态 ,因为 这 是 最 接近 于 已 =0 的 状态 . 


程序 12.5 
REAL K 
REAL toler，psip，psicld 


Ce + 读 取 波 数 上 的 初始 值 
WRITE(C * ，# ), “Enter the starting value of the wave number k: + (kA to stop)’ 
REALK # ,#)k 


* ”Numerov 算法 是 用 来 近似 求解 常 微分 方程 边 值 问题 的 方法 ,本 来 不 能 用 来 求解 常 微分 方程 的 本 征 值 问 
题 ， 二 好 是 党 机 分 方程 本 征 值 疝 是 因而 笔者 认为 这 题 出 得 有 问题 . 而 后 面 的 解法 也 不 是 什么 
Numerov ， 

此 姓 还 应 该 有 小 函数 的 边界 条 件 z=0)=0 和 各 y(z=a)=0 一 一 怪 者 注 . 
”ww 这 样 敌 的 理由 是 ;对 于 不 同 的 二 ,=] 处 的 波 函 孝 值 可 以 假定 是 上 的 连续 函数 . 而 对 于 严格 解 来 说 ,这 
个 值 为 0. 因此 如 果 对 于 两 个 不 同 的 上 值 计 算出 来 的 E= 1 处 的 波 函 数值 异 号 的 话 ,在 这 两 个 值 之 间 必 存在 
一 个 点 值 使 得 =1 处 的 波 函 数 为 0. 这 个 思路 把 在 一 般 情况 下 难 以 处 理 的 右 端 边界 条 忻 的 处 理 简化 了 ， 内 
是 此 法 类 似 于 “打靶 法 ", 却 不 是 Numerow 法 一 一 译 者 注 . 
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IF (k.LT.0) GOTO 20 


C* * 输 入 上 的 初始 步 长 
dk=1 
toler=1.E—05 


C* + 对 于 初始 的 上 值 求解 方程 
CALL integrt(k, psip) 


Cr * 改变 上 值 
切 上 =k+ 全 
psiold = psip 


C# # 对 于 不 同 的 上 k 值 求解 方程 
CALL intgrt(k, psip) 


Cx x psip 若 变 号 就 退回 

IFC (psip * psiold), LT.0) THEN 
k=k—dk 

生 = dk/? 

ENDIF 


Cr * 计算 停止 的 条 件 
IF(ABS(dk)，GT.tolen GOTO 10 
WRITE(C * , * )°" 

WRITE( * , * ) The result is 
WRITE(* ,*)k 

20 STOP 

END 


Cr # 用 Numerov 法 求解 Schrodinger 方程 的 子 例 行程 序 

SUBROUTINE intgri(k, psip} 、 : 
REAL &, psim, psiz, h, const 

INTEGER nstep 


C*# 选 代步 数 
nstep= 100 


Cx # 步 长 什 : 


b= 1. fnstep 


Cx * 左 端 边界 条 件 
psim=0 

psiz=0.01* 

const= (k*# h) = #2/12 


* 此 处 在 运用 区 间 左 端的 边界 条 件 的 基础 上 . 随意 地 假定 了 另 一 个 初始 迁 代 值 (因为 编程 时 用 来 计算 波 
函数 的 递 推 公式 是 二 阶 的 ). 这 种 拼 让 的 方法 对 于 较为 一 般 问 题 会 引起 严重 的 不 可 控制 的 误差 ! 这 是 本 程序 
的 败笔 一 一 译 者 注 . 
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DO 10 ix= 1.nstep -1 


Cx x Numerov 算法 : 

psip=2 x*{1, ~5x const) * psiz ~ (1. + const) * psim 
psip= psip/ (1. + const) 

psim = peiz 


Psiz = psip 


10 OONTINUE 

C* =# 中 间 结 果 

WRITE(C* , * ) “The wave number: ’ ,k 
RETURN . 

END 


对 于 初始 的 k=0.0 运行 程序, 得 到 如 下 结果 


The wave number: 
1.000000000 3, 250000000 3.142578125 3.141601562 
2,000000000 3.187500000 3.141601562 3.141540527 
3. 000000000 3.156250000 3.141113281 3.141601562 
4.000000000 3. 140625000 3.141601562 3. 141571045 
3,500000000 3.156250000 3.141357422 3.141601562 
3.250000000 3. 148437500 3,141601562 3. 141586304 
3, 125000000 3.144531250 3.141479492 3. 141601562 

The result is 3.141586304. 


考 志 本 题 的 严格 解 ,本 征 能 量 为 


bb = yn (12.5.5) 


2 
基 守 能 量 为 FE = 到 二 对 应 于 ki =af snp, =x=3.1415926.…. 


对 于 球 对 称 势 V(r ，y，,z) = V(r) 和 柱 对 称 势 V(x ，y) = V(p) 的 薛 定 请 方程 ,给 出 
数值 求解 的 步 又 . 
对 于 中 心 势 场 v(r), 藤 定 请 方程 的 特 解 有 下 式 ， 


Vr) = RAY, (0, 8) (12.6.1) 


其 中 Y。. (8,$) 是 球 谐 函 数 ,R(7) 是 x 的 函数 , 它 满足 径 向 方程 


RR, 2M[ L411)E 
dR 开 | -人 让 - v) |R(r) =0 (12.6.2) 


其 中 匡 ,1 和 M 分别 是 本 征 能 最 , 角 动 量 和 质量 , 方程 (12.6,2) 具 有 方程 (12.23) 的 硼 式 ,其 中 


S(r) = 0, fr) = |E- A lt VD (12.6.3) 


这 个 方程 可 以 用 Numerov 算法 进行 数字 处 理 ( 见 题 12.5), 与 此 类 似 , 对 于 柱 对 称 势 VC 站 ,方程 的 特 
解 可 写成 下 式 ; 


pp, ,2) = Yee {12.6.4) 


其 中 站 是 = 方向 的 角 动 量 ,a 是 整数 ,而 V{p) 是 P 的 函数 , 它 满 足 方程 


RR 2MF 让 (m2 +n 
BS +E- Vip) |R(p) =0 (12.6.5) 
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其 中 五 和 好 分 别 是 本 征 能 量 和 质量 . 这 个 方程 也 具有 (12,23) 的 形式 ,其 中 
S(p) = 0, kr(p) = Yam i Ct a) FE V(r) | (12.6.6) 
因此 这 个 方程 世 能 用 Numerow 方法 求解 ， 


补充 习 题 


编制 一 个 FORTRAN 子 例 行程 序 

SUBROUTINE Trapez( FUNC, N, a, bh, s) 
INTEGER N 

REAL FUNC(0;1000), a, b, s 

这 个 程序 通过 由 数组 FUNC 给 出 的 被 积 函数 在 区 间 [s, 5] 中 N+ 1 点 上 的 值 来 计算 积分 , 步 长 为 
h=(b -a)lN. 

答案 Cr * 计 算 定 积分 的 子 例 行 程序 
SUBROUTINE Trapez( FUNC, N, a, b, s) 
INTEGER N 

REAIL FUNC(O:1000),a, b, s 

二 一 昌 

s= {FUNCO) + FUNCIN))/2 

DO1i=1, N-1 

Cx * MOD(i, 2) 在 i 为 偶数 时 为 0, 在 i 为 青 数 时 为 1 
s=s+ FUNCO) 

1 CONTINUE 

s=a* (bh—a)lN 

RETURN 

END 

自选 一 种 方法 对 题 5.3 中 的 积分 进行 数值 计算 


=1- 二 [「 er 
Ps =1 a dn (12.8.1) 


答案 ”利用 程序 12.2, 将 FUNC() =EXP(x # x) 改 成 FUNC(i) =2/SQRT(ACOS( -1. ))* EXP(—x 
* x) ,并 在 调用 Simpson 子 例 行程 序 之 后 加 上 一行 s=1 一 s 就 行 了 . 计算 的 结果 为 Pu =0. 1578. 
利用 初始 值 x, =2 和 x; =3 求 解 方程 zx? -5=0. 利用 藤 位 法 进行 计算 


_ ， t+ tl 
ztl 一 x - flri) T 


Fr) fe ‘12.9.1) 
精确 到 1x10 ， 
答案 程序 12. 负 


REAL xl ，x2，xtemp 
REAL fl, f2, toler 
INTEGER iter 


C# *# 芽 始 化 选 已 数 


iter= 人 0 


C* * 误差 上 限 
toler=0. 00001 


Cr # 初始 什 
xl =2. 
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Cx #* 计算 在 xl 和 又 点 上 f(x)=xw 一 5 的 函数 值 
{l=xi1 *xl~5 
亿 =x2xx2—5 


Cx # 将 新 一 鞍 迄 代 给 出 的 结果 与 旧 一 辊 壬 代 的 结果 误差 范 围 内 进行 比较 
DO WHILE (ABS(x2~ x1). GT. toler) 


Cx # 新 一 轮 迁 代 

it 此 三 iter+ 1 

ximp= 2—f2# (x2 -xl -11) 
xl= X22 

2 = xtenp 


Cr # 计算 在 xl 和 到 点 上 fx)= 和 -5 的 函数 值 
=xl*xl~5 

=x2* x2 一 5 

END DO 


Cx * 打印 结果 
WRITE(C * , * )“The zero of f(x) is: ,xl 

10 FORMAT( “obtained after’ ,iter ‘iterations. ’) 

WRITE( * ,10)iter 

STOP 

END 
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第 十 所 章 ， 舍 同和 粒子 


13.1 引 论 


假如 你 有 一 个 篮球 而 你 的 朋友 有 一 个 重量 相同 的 足球 ,二 人 同时 以 同样 的 速度 把 球 向 对 
方 卓 去 , 这 样 就 会 出 现 两 种 情况 : (a) 两 个 球 对 头 碰 挤 后 弹 回 到 各 自主 人 的 方向 ,(b) 两 个 球 
沿 平行 的 轨道 滚 到 对 方 的 手中 . 由 于 球 的 颜色 和 形状 彼此 不 同 ,我 们 是 很 容易 知道 具体 是 (a) 
还 是 (b) 发 生 了 , 但 是 如 果 两 个 球 完全 一 样 ,我 们 就 闹 不 清楚 了 . 对 于 量子 力学 中 的 全 同 粒 
子 ,情况 甚至 更 加 糖 糕 , 因为 我 们 根本 无 尘 给 出 粒子 的 轨道 .本章 我 们 将 讨论 由 全 同 粒 子 构成 
的 系统 的 有 关 性 质 . 


13,2 置换 与 波 函 数 的 对 称 性 


定义 ”如 果 系 统 中 的 粒子 不 能 通过 观察 来 区 分 粒子 的 置换 状态 ,就 称 之 为 全 同 粒子 . 粒 
子 的 不 可 区 分 性 给 出 了 系统 的 某 种 对 称 性 . 考虑 一 个 由 个 状态 为 1$.)({i =1,…,n) 的 全 同 
粒子 构成 的 系统 (i =1,…,n). 记 这 个 系统 的 状态 为 | 1 $1) ,| 各 ),…, | 各 )， 注意 1 1$81),…， 
1 的 不 同 次 序 对 应 于 不 同 的 状态 ,例如 在 =2 时 ,||| 各), | 各 ) 冰 关 | | 各》| 和 加沙 如 果 g 是 
1,…, 的 一 个 写成 下 式 的 置换 ; 

1 2 3 se 如 
el) go(2) ol3) 1 oln) 
在 s 作用 后 ,1,…,n 变 成 a(1),…,oln)..o 将 共 统 的 状态 变 为 

ol $s | ))) = 1 ,| Bo ))) (13.2) 


此 时 = 是 状态 空间 里 的 一 个 线性 算 符 . 置换 o 可 以 写成 对 撞 一 一 只 涉及 2 个 指标 的 特殊 置换 
一 的 乘积 . 如 果 s 的 分 解 式 中 包含 的 对 换 的 个 数 为 偶数 ,我 们 称 之 为 偶 置换 ,此 时 记 sgn(o) 
=1; 如 果 包 含 的 对 换个 数 为 奇数 , 则 称 之 为 奇 置换 ,sgn(o) = -1. 如 果 olu)= |u) 对 于 任意 
的 a 成立, 则 称 态 矢 || #4》,…, | 各) 为 对 称 的 :如 果 zj xy) = - 1w) 对 于 任意 的 a 成立 , 则 称 态 
矢 时 4》… | 各 》) 为 反对 称 的 , 定义 投影 算 符 


(13.1) 


如 


8- 让 Zr (13.3) 


A= 2 (sgno)o (13.4) 


S 和 人 把 状态 空间 五 分 别 投影 到 两 个 子 空间 上 ;对 称 态 构成 的 空间 Hs 和 反对 称 态 构成 的 空 
闻 瑟 ， 

Hs = $H, =AH (13.5) 
任 疙 的 反对 称 波 函 数 能 够 写成 | x。》 = 和 A|4) 其 中 | 4)=11$,)…|$.)). 如 果 |1 8 中》 是 单 粒子 
态 空间 的 一 组 基 , 则 » 粒子 反对 称 波 函 数 空间 的 基 可 以 由 从 作用 到 | | 各》…| 党 )) 上 来 得 出 ， 
部 


1 ar》 一 Al( 业 ,| 各 7),…, | 典 )) = > 十 (sgno)(| Bp), | Wei Y) 
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1 归 》 1 要 1 归 》 
(13.6) 


1 
| yi) = 1 


1 | 


是 H 的 一 组 基 . 后 一 个 等 式 利用 了 行列 式 的 性 质 { 有 时 这 个 公式 被 用 来 定义 行列 式 . ). 这 
个 行列 式 称 为 Slater 行列 式 , 它 是 无 相互 作用 Fermi 子 薛 定 谓 方 程 的 解 ， 


13,3 


Bose 于 和 Fermi 子 


实验 观测 告诉 我 们 ,似乎 存在 两 种 微观 粒子 . 一 种 具有 完全 对 称 的 波 沙 数 ,这 种 粒子 称 为 
Bose 子 ;第 二 种 具有 完全 反对 称 的 波 菠 数 , 称 为 Fermi 子 . 迄今 还 没有 发 现 具 有 中 间 对 称 性 的 
粒子 . 对 于 全 同 Fermi 于 ,我 们 有 泡 利 不 相 容 原理 它 认 定 两 个 全 同 Fermi 于 不 可 能 处 子 相同 
的 量子 态 中 . 另 一 个 表述 是 :在 同一 个 量子 态 中 找到 两 个 全 同 Fermi 子 的 概率 为 0， 


13,1 


13.2 


13.3 


例 题解 管 


(a) 计算 = 个 符号 的 置换 的 个 数 ;(b) 说 明 两 个 营 换 的 习 积 还 是 冒 换 ， 

: 潮 柯 (0 置换 的 个 数 等 于 * 个 不 同 的 符号 按照 不 同 的 顺序 的 排列 数 . 第 一 个 符号 有 可 能 的 
x 个 位 置 ,第 二 个 符号 有 一 1 个 可 能 的 位 置 , 依 此 类 推 ,第 * 个 符号 只 有 1 个 可 能 的 位 置 . 由 此 ,我 
们 有 n! 个 置换 . 

(b) 置换 o 是 集合 1 ,ni 到 自身 的 一 个 一 一 映射, 即 当 i 尖 j 时 ,a(i) 关 go(j), 昌 任意 ;都 等 于 菜 一 
个 ;对 应 的 a(j). 两 个 这 样 的 函数 的 复合 仍旧 是 |1,…, n| 到 自身 的 一 个 一 一 映射 ,因此 也 是 一 个 时 


换 . 
证 明 $ 和 A 是 厄 米 算 符 . 
:车 : 路 。 设 。 是 一 个 置换 , 记 |) = 由 )…] 吉 》》 和 1ay= 110》] 久 》); 这 样 
Co | ow) = 《818 || $0) | Bn)? 二 | en ,| By) 
二 《0 1 交 生 -1 | 起 》(8-o 1 贞 》= (oo ' a) (13.2.1) 
这 样 2 = ae- 从 而 
0 


同样 地 
A il A 
AT = 7 (seno)o! = (sem) = Bsn ) oe 一 二 Dsgne)o = A (13.2,3) 


证 明 对 于 任意 的 状态 |w), 人 $1u) 是 对 称 的 而 |4) 是 反对 称 的 . 
淮 . 骨 我 们 从 证 明 对 于 任意 的 置换 r 都 有 r(Siw))= 仿 14) 出 发 来 证 明 S1w) 是 对 称 态 ， 


A 1 A | 
A (13.3.1) 


类 似 的 


hl uw)= rsgn)e |v) = 十 六 (snoje | 4) 


= (sagnr) A Ssene) (sgne )or | &) = (sgnr) 证 (sener)or | zy 
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= 《sgnr) 证 > (ssnzj)c | az) 一 {sgnr}A! wy {13. 3.2) 
这 是 因 为 署 换 的 全 体 构成 一 个 群 , 它 的 每 一 个 元 素 都 存在 道 ， 而 且 
2>o= >ie1=r>io (13.3.3) 


再 利用 sgnt or)=sgn(e)jsgn(r) 就 可 以 证 明 上 式 了 . 
证 明 (a) 3 =S; (b) A?=A; (c) AS=3S4-0 
十 凡 ” (a) 利用 题 13.3 的 结果 我 们 得 到 
条 =- ($= 3.4.1) 
(b) 如 {a) 中 所 示 


外 = 看书 Geo)o= 市 闷 (sno)(smo)A- 订 21A= 全 03.4.2) 
(tc) 由 定义 
让 $= 训 忆 (Geno)o8 = 1 之 sgna 三 人 0 (13.4.3) 
和 
1 a 1 A 
SA= 7312pA= pr Zn =0 (13.4.4} 


利用 Fermi 于 的 对 称 性 假定 导出 泡 利 不 相 容 原 理 . _ 
解 . 上 , 卉 对 于 Fermi 于 态 的 对 称 性 假定 基 ; 假 定 个 全 同 Fermi 子 的 波 函 数 是 使 反对 称 的 . 它 是 

as 形式 的 右 笑 的 钱 性 组 合 ， 归 一 化 的 在 舌 为 

1 铬 》 1 和 六) … 1 攻 》 

1 向 )》 1 由 》… 1 巾 》 


(13.5.1) 


1 ) … 邮 ) 
如 果 两 个 粒子 处 在 同一 个 量子 态 , 由 于 行列 式 中 的 两 列 完全 相间 ,行列 式 为 0. 这 个 结果 就 验证 了 汽 
利 不 相 痊 原理 成 立 ， 
证 明 两 个 全 同 Fermi 于 的 Slater 行列 式 是 反对 称 的 . 
请 .证 两 个 Fermi 字 的 Sater 行 列 趟 为 


， 1 | 1 蜗 》 | 1 入) 1 的) i) 
La(l2)》= 直 | = 计 人 (给 )1 绿 ) -1 黎 )| 殉 )) (13.6.1) 
1g 2 WM 
即 
1a(2:0)》 = 到 (1 由》 是)》 -1 迷 》1 坎 ) (13.6.2) 


易 知 [a(2,1))= 一 1u(1,2)). 
证 明 Slater 行列 式 是 x 个 无 相互 作用 的 全 同 Fermi 于 的 蔗 定 词 方程 的 能 量 本 征 态 *- 


证 # 嘱 : 考虑 本 定 坦 方程 Hl1,2,. ,rn) | p= Ely). 忽略 粒子 之 闻 的 相互 作用 ,我 们 记 霹 ,(1， 
为 


* 原 题 为 :“Show that the Salter determinant is a zero-order approximation to the Schrodinger epuation of & 
system of n identical fermions.”. 这 是 出 得 不 清楚 . 现 根据 下 面 的 解答 重新 编 亚 一 一 怪 者 注 ， 
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高 {12.7) = 遍 人 人力 鱼 古人 2) (13.7.1) 
对 于 每 一 个 损人) ,我 们 有 启 们 | 内 }= 忆 | 出 ) 其 中 :代表 粒子 的 标号 而 标记 不 同 的 本 征 值 和 本 
征 态 . 由 于 Siater 行列 式 是 |[ 蜗 》…| 师 )) 形 式 的 本 征 隧 数 的 线性 组 合 , 而 粒子 间 无 相互 作用 , 右 拓 
1 1 
1 费 》 | 和 交 ) | 晤 》 
| una) = - 方 下 (13.7.2) 
|) "| 


也 是 薛 定 凌 方程 圳 | 只 = 吾 | 内 的 一 个 解 . 
三 个 虚构 的 “无 自 旋 ”Fermi 子 被 限制 在 长 度 为 上 的 一 维 箱子 里 运动 ,限制 对 应 的 势能 
为 


(13.8.1) 
co ， 其 余 


假定 Fermi 子 间 无 相互 作用 . (a) 系统 的 基态 是 什么 ?(b) 构造 系统 的 基态 . 
-名 四 : (a) 由 第 三 章 中 的 结果 ,单个 Femmi 子 的 本 征 态 为 


2 2 
=/ 子 Zsin( (下 ) , E. = 2 (13.8.2) 


由 于 两 个 Fermi 子 不 能 处 于 同一 个 量子 态 ,三 个 Fermi 子 
人 和 这 三 个 状态 必须 为 内、 8 


各 和 内 ， 总 般 量 为 莹 入 h(E +2 +3). 系统 的 一 个 唯 


nd 
和 象 描述 由 图 13-1 Sh 本 
(b) 系统 反对 称 的 基态 由 下 式 缩 出 : 一 
4=【 归 一 化 因子 ) x (Stater 行列 式 ) 水 加 


| (rn)) | P(r1)) | tax) 
方 | g(x) | g(x)) | ps (x2)) _ 二 
| px) | (xr) | pr3)) 
{13,8.3) 图 13-1 
对 子 三 个 电子 , 重 解 题 13.8. 假定 忽略 电子 间 的 Coulomb 相互 作用 . 


: 尘 ; 贸 (Ca 电子 自 能 为 1/2, 其 对 应 的 本 征 值 和 本 征 态 为 


多 = Fsn( FE) (1), y -Vn (EE)() (13.9.1) 
其 中 玖 .= 到 她 m212o0L2. 由 于 每 个 能 级 都 对 应 于 两 个 量子 态 一 一 自 旋 向 上 或 向 下 ,附加 的 自由 诬 自 
施 使 得 我 们 能 够 把 2 个 电子 放 在 第 一 个 能 级 上 . 这 样 我 们 得 到 在 图 13-2 中 曾 出 的 2 个 可 能 的 基态 ， 
tb) 对 于 图 132 左边 的 那个 态 , 三 个 粒子 所 处 的 状态 为 页 、 册 、 央 ;对 于 图 13-2 右边 的 那个 态 ,三 个 
粒子 所 处 的 状态 为 上 .yr7 .2 . 利用 Slater 行列 式 我 们 得 到 


| zr) | x1 | 由 (zl 
外 = 十 | 几 (za)》 1 天 (za))》 1 归 (a)) (13.9.2) 
I(r {ry | (re)) 


其 
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E E 
r=} 村 


图 13-2 


| pi (zr 7)》 | gi Cx)) | (x)) 
少 = 霹 | 时 (aa)》 (Ge)) 1 (2) (13.9.3) 
[Tia)) |) 工 虹 (3 
13.10 一 个 系统 由 两 个 自 旋 为 112 的 Fermi 子 构成 ， 如 果 两 个 电子 处 在 不 同 的 妇 一 化 状态 
中 ,给 出 “两 粒子 密度 硒 孝 "和 ”* 单 粒子 密度 郴 教 ”. 
: 解 . 苍 :假定 两 个 电子 分 别处 于 自 旋 不 同 的 状态 | 加 (r)3 +) 和 | 出 (r); - 》. 此 时 系统 有 波 函 


数 
{ll ri ra) = (Cr) tr 一 )》 -1 页 (r)5+》1 册 (ri 一))1Y72 
{13, 10,1) 
这 样 
pm (FT2) = = 2 
(13. 10.2) 
以 及 
Doerr (T1) = J pwr Crista) dr = 《tr tr 13.10.3) 
如 果 两 个 电子 处 于 自 旋 相同 的 状态 ,我 们 有 
{pil rr = (rs ti ra + r+) | Br) ;+2 
(13.10.4) 
和 


pm (TF2) = Cm 2) 2 rr rb {rs) 
二 起 (rz 1 Br ) [2 (13.10.5) 
13.11 一 个 量子 系统 由 两 个 无 自 旋 全 同 粒子 构成 . 单 粒 子 态 可 用 正 交 右 和 失 1 | 各 站 展开 . 设 
两 个 粒子 所 处 的 状态 分 别 为 | 吉 ) 和 | 各) 关门. (a) 计算 两 个 粒子 分 别处 于 |&) 和 | 7) 
态 中 的 几率 { 不 一 定 是 系统 的 本 征 态 );(b) 计算 某 一 个 粒子 处 在 | 8) 态 的 概率 ; (c) 假 


定 这 两 个 粒子 不 是 全 同 的 ,但 是 所 用 的 观测 仪器 不 能 区 分 两 个 粒子 . 重新 回答 问题 
(a) 和 (Pb). 


:村 (a] 系统 的 原始 状态 是 对 欧 态 
_ .1 (1) (2) (1) (2) . 
$, 廊 ( > + | 珊 全 》》 (13.11,1) 


新 态 也 是 对 称 的 


一 一 
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13.12 


D1 一 方 (1 0) 1 7) +1 9) 1 7 )) (13.11.2) 
所 求 的 概率 为 
Pr =1¢, | By =| (13,11.3》 
{b) 构造 两 个 粒子 分 别处 于 | 人 和 | 和 ) 态 中 的 对 称 态 


1 一方 0 801 多) + $0) 18)) (13.11.4) 


为 了 计算 某 一 个 粒子 处 首 | 名 中 的 概率 ,将 | ) 用 《中 | (原来 的 态 } 左 飞 并 对 率 求 和 


P= D1 BT Bs) (由 16)( 和 1 起) 二 (由 | 6)《 直 | 页 》 | 


= > {13.11.5) 


(c) “系统 的 两 个 可 能 状态 分 别 为 对 称 态 (| #1 + | 由) | 加))WN2 和 反对 称 态 (| $0 》| $2 》 
-| $809》 | 32 两 个 粒子 分 别处 于 1#) 和 | 9) 中 的 可 能 状态 也 有 对 称 态 (1 8 #2》 


+ #1 ))NZ 和 反对 称 写 {#0)| gy 说) 一 18 中)| wD))h2 两 种 . 注意 到 对 称 态 与 反对 称 态 之 
间 的 内 积 为 0; 我 们 得 到 (a) 的 解 ，; 


对 于 对 称 访 
Pi =1 CI) 1) + Cl (13.11.6) 
对 于 反对 称 态 
P 二 | 《| 明寺 《区 而》 二 | 由 》 (13.11.7) 
而 (b) 的 解 为 . 
DE (13.11.8) 


设 区 域 D 中 有 个 全 同 Fermi 子 , 外 边 还 有 其 他 的 全 同 Fermi 子 ,并 忽略 处 在 不 同 
区 域 里 的 粒子 之 间 的 相互 作用 . 说 明 如 果 只 考虑 区 域 D 中 的 物理 现象 ,只 需 把 D 中 
的 个 粒子 的 波 函 数 反对 称 化 ,不 需要 考虑 区 域外 边 的 那个 粒子 . 将 结果 用 于 n =2 
个 Femmj 子 的 情况 (对 于 Bose 子 有 和 辣 样 的 结果 )*. 

葵 疾 ; 设 |X) 和 | 扑 是 物理 的 粒子 反对 称 套 , 这 些 函数 在 D 外 为 零 ， 忽 略 其 余 的 粒 于 的 存 
在 ,在 系统 处 于 1$) 态 时 ,观测 到 系统 处 于 |x) 志 的 概率 p, 为 |(x | 办 17. 在 区 域 D 外 而 有 也 个 全 
同 粒子 时 ,1x) 态 和 | 办 态 对 应 的 n+ m 粒子 态 为 


|x? = CE DenCo) -oll 人 TY 


1 = tm Esen(o) al! b) 1$)) 


其 中 | 名 和 | 绢 为 在 口中 为 0 的 m 粒子 反对 称 术 ,ac 为 4+ mz 阶 置 换 ， 对 应 的 ,在 系统 处 于 i# ) 态 
时 ,观测 到 系统 处 于 | x ) 态 的 概率 p,,。 为 |x | 内 ?12. 由 sgn(o) =sgn(o-!),o=o-! 得 知 


《x | = (si) Dero)sgn(o) x Igélolo | Ey)1$) 


* 原文 为 “The state of the system is now | Henee, by mutiplying with the final statet&'! [<n | + (en | 
《人 1we obtain(13,11.6) and (13.11.7)”. 这 个 结论 是 完全 错误 的 . 因为 两 个 粒 于 本 非 全 同 粒子 ,尽管 实验 
上 无 法 区 分 商 个 粒子 . 但 两 个 粒子 无 法 区 分 的 状态 除了 全 对 称 态 之 外 还 有 全 反对 称 态 . 而 由 于 Pauli 原理 各 
自 旋 -统计 关系 在 此 时 也 不 成 立 , 反 对 称 态 并 不 能 去 掉 ! 现 重 新 做 出 解答 一 一 译 者 注 . 

** 现 重 新 写 出 本 是 的 证 明 . 原 证 明 又 麻烦 叉 星 涩 一- 译 者 注 . 
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13.13 
13.14 
13.15 


13.16 


13.17 


13,18 


一 (5 二 ) Bisen(e toe) 1 glelo | 办 
令 o to ro 一 ,上 起 化 为 


《和 1 办》 一 (ct) De rx 181r15)1 吉 


Tn a Dsgn(r)Cx lIéirltls (13.12.1) 


注意 到 中 具有 sm1 a1 个 把 史 中 的 粒子 和 DD 外 的 粒 邓 分 别 进 行 时 换 的 元 素 , 其 他 的 + 均 是 把 品 
中 的 粒子 和 外 的 粒子 混合 的 置换 由 于 p 中 的 粒子 的 波 滥 数 和 外 的 粒子 波 函 数 正 交 ， 
(13.12.1) 化 为 


《x .= Cr Dera Ysgn(2 x 1810 1 扑 !1 各 
= tr 8A) 1al $) Zsen(4')§ 1a’ 1 
其 中 .分别 是 nr 阶 和 i 阶 置换 . 再 由 
而 已 sn) 及 -1 从 
1 sen It =1 8 
可 得 到 


X18) = Tx 1 (81) 


这 就 是 我 们 要 得 到 的 结果 一 一 它 说 明 在 计算 任意 状态 之 间 的 内 积 时 D 内 粒子 的 波 卫 数 和 号 外 粒 
子 的 波 郴 数 的 贡献 可 以 完全 分 开 . 取 n=2 即 可 得 到 2 个 Fermi 子 的 情况 下 的 公式 ， 


补充 习题 


证 明 Bose 子 不 满足 泡 利 不 相 容 奈 理 . 
验证 三 个 Fermi 子 的 Slater 行列 式 是 反对 称 的 . 
证 明 实 轴 土 的 任意 亲 数 都 是 奇 画 数 和 依 范 煞 之 和 


7 =- DA ,AD -A 


当 |g ,… ,| 晤 ) 线 性 相关 时 , Slater 行列 式 会 有 什么 变化 ? 


答案 ”为 办、 
三 个 全 同 粒 子 被 约束 于 势 阱 中 
VY(z， 5 机 (13.17.1) 
其 他 
当 粒 子 是 Bose 子 时 构造 系统 的 基态 . 


答案 [人 mm ra T= | Cr Ba rs $n rs )) 


其 中 四. (z， =-M 总 am( 2 jan( 必 玫 ]， 


应 用 题 13. 14 的 结 困 给 出 三 个 无 自 旋 ( 考 虚 泡 利 不 相 容 原理 ,但 忽略 自 旋 自由 度 )Fermi 子 系统 的 基 
态 、 


答案 


TT mt ree eT Ee re et meee re DT 


和 


Re 


A me 办 
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$m ar 1 (ri 


ibn = 高 [fr $a)) 1 g(r2)) 


| 则 (rs) alrs)) | (rm) 


13.19 在 考 虚 自 旋 时 重 解 题 13.14 和 题 13. 18. 
答案 


| $i{r,)) | g(r )) | pir )) 
| 多 《rz )》 | $7 《rz )》 | Lh 


| Br | prs)y | $a {r3)) 


用 | 矶 ) 代 替 | 四 可 以 得 到 另外 1 个 可 能 的 状态 ， 
13.20 对 于 两 个 Bese 子 重 解 题 13, 10， 
答案 


1 


| potrisr2s ra)) 三 7 可 


| B12 ry PP 及 二 | 页 (PS | Br) 
rr 


om Cr1s 2 ) -| 
| rr ) + {rr ) 全， $1 = Ss 


Pore pw 《ri = fpr rm) dr, 三 | (rn) 1 十 | ri) 1 


第 十 由理 让 动量 ! 统 : 
i > es 


14.1 引 论 


考虑 两 个 角 动 量 六 和 和 万. 这些 角 动量 既 可 能 是 两 个 不 同 粒子 的 角 动 量 , 也 可 以 是 同一 个 
粒子 的 角 动 量 ( 轨 道 与 自 旋 ). 两 个 角 动 量 作用 于 不 同 的 态 空 间 ， 其 分 量 之 间 互 相对 易 ， 其 对 应 
的 本 征 态 由 道 常 的 记号 { 如 第 六 章 )1j ,m2 和 1j,, m2) 表示 

机 jm = 各 (二 17 


. {14.1) 
有 > [jum > = fp [jm1? 


六 的 结果 与 之 类 似 .复合 系统 的 状态 空间 为 两 个 角 动 量 各 自 的 状态 空间 的 直 积 ( 张 量 积 ) 


| jma) = jj2s mma) S| m2) (14.2) 
对 于 给 定 的 jj 和 j, ,mi 和 Mis 的 取 值 为 
mi 二 一 Ji 一 让 十 下 
1 (14.3) 
m2 二 ~— 1 jo + l,j 


其 中 集合 | ,zz1| 和 1; ,m21 的 元 素 同 为 整数 或 半 整 数 .复合 系统 态 空 间 的 维 数 为 (2j, + 1) 
《272 + 1). 用 这 种 办 法 构造 的 状态 | m, , m2) 是 算 符 {1 |? ,1j, 1)? ,j,ij2:| 的 公共 本 征 态 ， 


14.2 和 1 171 ,1 了 上 ,J} 对 应 的 基 


假定 j 和 j, 与 系统 的 哈密 顿 算 符 HH, 对 易 .* 不 考虑 和 j, 之 间 的 相互 作用 时 ,| 了， 
MD) 是 系统 的 本 征 态 .如 果 在 H, 上 加 上 如 下 形式 的 相互 作用 : 


互 = HH + qj1 ' jo(a 是 克 合 常数 ) (14.4) 


则 五 和 jj; 不 再 守 但 ,但 了 =ji+j 依然 守 但. 此 时 我 们 在 算 符 | 六 ,六 ,J ,J 的 本 征 态 构成 
的 基 下 考虑 问题 . 这 组 基 里 的 本 征 态 ]j,j,JM) 二 | JM) 由 下 式 给 出 ; 


人 


J NIM) = WUM) (14.5) 
此 处 
T=|i ja) | 让 一 下 | + 1 + jf (14.6) 
且 对 于 第 一 个 了 的 取 值 
M=-J,-J+1,…,] (14.7) 
注意 到 
RIM = Fj (i + DIM) (14.8) 
运用 等 式 


* 原著 中 没有 这 一 句 .但 是 从 上 下 文 来 看 是 必须 如 上 的 一 — 泽 者 注 ， 
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21 产 = 几 一 二 一 庆 (14.9) 
我 们 得 到 


jlJM) = 和 [JC 十 二 oi t+1) -jt+ 1) (14.10) 


这 样 | ,MD 也 是 j,"j, 的 本 征 态 .在 通常 的 符号 系统 里 ,我 们 将 | 了, M ) 称 为 耦合 表象 里 的 本 . 


14.3 CG 系数 


两 组 正 交 基 | wm , m2 和 | ,M) 之 间 由 乏 正 变换 联系 . 凤 | 了 ,3M) 可 用 | m1 ,mm2) 展 开 成 下 
式 ; 


其 中 《me mez |JAd 称 为 CG(Clebsch-Gordon) 系 数 .CG 系数 的 --- 般 形式 是 可 以 得 到 的 .但 是 更 
简单 的 办 法 是 对 于 具体 的 情况 进行 具体 分 析 . 这 个 构造 方法 是 将 J, = 无 土 订 多 次 作用 于 
,AT > 上 并 利用 下 而 的 公式 ; 


| IIM) = ivVTT+TD- METIT,ML+1T 
. (14.12) 
Jizs Immz) = VT +t- m(m t+ 1) | mi + 1, ms) 
和 相位 约定 
(T= +h,M= G+)) =|m = ,m2 = j2) (14.13) 
下 而 给 出 与 CG 系数 相关 的 一 些 等 式 : 
《zt JM)》 = 0 除非 M = ml + mm; (14.14) 
《mmz | .JM 是 实 的 (14.15) 
Dp > CM lr ma Ym ma | SM’) = By, or (14.16) 
立 (mm [IM CM me ma) = Bm am (14.17) 


VIO+D -MMIIm lJ M+ = VI +I) mm FI)|m, + l,m | JIM) 


+ jztj2 + 1)— mat( m2 干 1)} sm ,mz 于 1 


(14.18) 
mam | IM) = (— 22m mm | TMD (14.19) 
(— mi; — m1J, 一 My = {- Dna ms ma | JIM) (14.20) 


例题 解答 


14.1 考虑 两 个 角 动 量 j, 和 j,, 系 统 的 总 角 动 量 为 = J, + J,, 其 中 Ji 和 J 互相 对 易 . 设 
| 1 » mt;) 和 1M) 分 别 是 算 符 {7 ,J 了, ,J 1 和 | 了 ,J 天 | 的 会 共 本 征 态 . (a) 
给 出 m, 和 ma 的 可 能 取 和 慎 ;(b) 给 出 J 和 2 的 可 能 取 值 ;(c) 验 证 耦合 系统 的 状态 空间 


* 227 * 
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ee 
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的 维 数 为 
1 +1) = (27 +1)(272+1) (14.1.1) 
其 中 j 和 js 是 角 量 子 数 . 


: 注 ”) 记 ,m0 为 [| 于 |* ,J | 分 别 对 应 于 本 征 值 屿 [ji (ji +1)] 和 mi 的 公共 本 征 态 . 
类 似 的 ,| 广 ,mz) 为 || 了 1? ,J 分别 对 应 于 本 征 值 直 亏 { 志 十 起 和 和 的 公共 本 征 态 . 焕 合 系统 的 
霖 空间 是 两 个 角 动 量 各 自 对 应 的 状态 空间 的 张 重 积 , 即 


[m1) @ jm = jsj sm m2) = | mymz) (14.1.2) 

其 中 ji 和 js 是 角 量 子 数 . m， 和 ;的 可 能 取 值 为 
= 一 让 
人 =—j, -jt l,j 
其 中 17 ,mi | 和 {ja ,zz 同时 是 整数 或 半 整 数 , 而 合 空间 的 维 数 ( 基 |J,M) 中 线性 无 闫 的 本 征 坊 的 个 


数 .) 为 (2j1 + (2j, +1)， 
(b) 粳 合 系统 的 状态 空间 是 固定 的 角 动 本 丁 对 应 的 正 交 子 空间 的 二 和 . 即 


LIM) = Cm ma | IM) | mu m2) . (14.1.4) 
2 


{14.1.3) 


1 


其 中 人 pz ma | JM) oc én + my 是 CG 系数 . 盘 定 i > 有 ,我 们 有 
T= fjt lh + ja {14.1.5) 
对 于 每 一 个 了 ,M 的 可 能 取 值 为 


M=-T,~J+1,., {14.1.6) 


每 个 (14.4) 中 的 总 角 动量 对 应 于 一 个 (2J +1) 维 的 子 空间 . 
(6) 利 用 (b) 的 结果 , 取 J=j 一 声 +j,(14.1.1) 的 左边 变 为 
| 32 
DD) QT+D= P20 -+i)+l] 
Js | 1 iz , 名 


= 于 [Cj 2-D+(27+2+1D](27 +1) 


= (人 (27 + 1)(27 + 1) (14.1.7) 
考虑 两 个 角 动 量 j, 和 j, ,系统 的 总 角 动 量 为 了 = J + 矿 , 非 耦合 表象 的 基 为 | zim 》 
二 | Way 罗 | 六 加 | i ,12 是 | 产 ,j,i 本 1 的 公共 本 征 态 ,了 = + J (a) 绍 
出 J 的 可 能 取 值 和 简 并 度 ;(b) 考 虑 状态 

{ 三 EE = fj1 ,mz = f2) 
(14.2.1) 
| 区 = | ma = 一 和 ,ia =— j2) 


其 中 ml 和 ma 分 别 取 到 最 大 值 和 最 小 值 . 证 明 |y, ) 和 | y_) 是 了 (J) 本 征 态 ,并 求 出 
其 对 应 的 本 征 值 . 


和 鳃 和 (aq 基 矢 | mi ,im,) 满 足 
人 mima) = Rj + 1) | mm ) 


{14.2.2) 
Bl nm) = kj(js + 1) | m2) 


其 中 是 j, 和 j; 确定 的 数 , 且 有 


a 


14.3 


* 本 公式 中 的 简 并 庶 的 公式 应 为 放 + 疡 二 |) 一 大 | 
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人 Pr = fm | mm) mi 一 二 太一 站 十 1 (14.2.3) 


Js [pam2) = Rom | mm) m2 = ja tl, 
其 中 rx, 和 mr; 是 整数 或 半 整 数 .利用 {14.2.2), 我 们 得 到 
To Nm mma) = (Ts + Tos) | mimza) = Fm + m2) | 天) = RM Frm me 《14.2.4) 
作为 推论 ,J 的 本 征 值 是 二 f ,其 中 量子 数 M= mi + mm 有 如 下 取 值 
M=- Ctja)s — (ht ji) + l,j + (14.2.5) 
简 并 度 随 M 的 变化 关系 g(M) 有 如 下 性 质 ; 
1, M = Ms 二 记 ni 十 ji 不 莘 并 
gtjit+j)=1 (14.2.6) 
2. M 减少 1, 简 并 度 就 增加 1, 一 直到 M= |j, -j, | 时 简 并 度 达 到 最 大 为 止 .在 M 所 1; -jz | 时 简 
并 度 等 于 
a(M)=j1+j2+1- | -| (14.2.7)” 


3. 在 M 委 -| 广 - 疡 | 时 ,好 减少 1, 简 并 度 就 减少 1. M= M = 一 (j + ji 不 简 并 .g(M) 是 MM 的 
侦 函 数 
g(~ M) = g(M) {14.2.8) 

(b) 由 (14.2.7) 和 (14.2.8) 得 知 ,状态 | gx 》 是 于 对 应 于 非 简 并 本 征 值 M。 = (ji + 总 } 的 本 征 向 
量 .由 于 和 对 易 ,我 们 有 

J | = 00, pg = a4 (7) 1p)) (14.2.9) 
由 此 推出 | 了 上 | w; ) 也 是 J 对 应 于 同一 本 征 信 4, 的 本 征 向 量 . 由 于 2X, (4_ ) 的 非 往 并 性 ， 
1 上 |g. ) 必 须 正比 于 | yg, )( 类 似 地 ,| 了 |? | 区- 必须 正比 于 | 更- ). 此 即 | 严 | | gs yoc | 本 )》， 
| 4 > 和 |%- ) 同 样 是 了 的 本 征 矢量 .实际 上 ,由 于 |%* ) 对 应 的 都 是 wr， 和 m2 的 极端 值 , 我 们 有 


(hr 2 + JJ mn = 1 m2 = jz? 三 Cir J2. + 本 -| ni 三 一刻 ,Piz =-j)=0 


{14.2. 10) 
和 
人 = m2 = 2) = | mi = ,m2 = 天》 
(14.2,11) 
Ca) i = ma = 2) = ff | mm = im = 
这 样 
Tl) = (FR + + Th + hd ) | gp) 
= Gt + +1) +27j]| gp) 
= Gt j++ DD] | gy (14.2.12) 


| % ) 和 | 多 - ) 对 应 于 的 同一 本 征 什 让 JJ+1)= 生 (六 十 六 (7 + 所 +1)， 

考 虚 两 个 模 长 都 为 的 角 动 量 . 记 = + J， 为 总 角 动 其, 而 户 为 如 下 定义 的 交换 算 
符 忆 mma)= | zzmai)(a) 找 出 的 本 征 信 ;(b) 证 明 P 与 了 对 易 : 即 [P,J] = 0( 和 和 
[P,171?]=0);(c) 给 出 PB 和 共同 本 征 态 的 本 征 值 . 

5 秆 六 和 (e) 记 | yp) 为 8 对 应 于 本 征 值 4 的 本 征 向 量 ; 即 请 | 5) = |y). 这 样 . 


(Py ly = PP y= 2 iy) (14.3.1) 
将 | 用 (完备 的 } | mm ma ) 基 展开 ,得 到 
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| y) = Dy mm | PB) | mm m2) (14.3,2) 
境 1 1 


由 名 的 定义 全) | mi m2) = | mi mz) 这样 
(PY | = BD mm | BCPY | may) = | {14.3.3) 
A 
比较 (14.3.2) 和 (14.3.3) ,我 们 得 到 六 =1,P 的 本 征 值 和 = 土 1. 
(划算 符 了 = 六 + 了 作用 到 基 右 矢 
| aaa》 = [jimisjim2) jm) | jzm2) 《14.3.4) 
的 结果 可 以 写成 | 
(+h mmm) = hm) jm + lnm WE | jm) (14.3.5) 
这 样 
PJlm ma) = | jm) BET im + CD | jam Bhim) (14.3.6) 
类 位 地 [在 (14.3.3) 中 令 mz; ]， 
TP | mam) = Tm) = (有 | 和 ms 力 加 | 站 可 + 天 ma DB CF im)) (14.3.7) 
(14.3.6) 和 {14.3.7) 给 出 相同 的 结果 ,由 此 . 
| [B,J] = 0-> [Pb,F]=0 (14.3.8) 


{c)(b) 中 的 结果 说 明基 右 条 | JM) 可 以 取 成 {天 ,及 ,J ,J 了;Pi 的 共同 本 征 态 . 这 等 价 于 | JM) 在 交换 
算 符 作用 下 有 给 定 的 宇 称 (+ 1). 利 用 (14.3.2) 和 CG 系数 的 对 称 性 ， 


mm | JIM) =【- 12 (ms | jd (14.3.9) 
我 们 得 到 P|JM)= By 《mm | IMD(B| mms) = S mma |JM) | msm) 
于 1 943 We 


- 2 Cm2 m1 | TMD | mm 2 ) {14.3.10) 
在 最 后 行 中 交换 -下 求 和 指标 ,得 到 
PIJM) = (- Da 2 Cm ma [TM | mm) = (1) | IM) (14.3.11) 
在 产 = 产 = 时 ,了 的 到 值 为 /= 0,1,… ,25 这样 的 话 
PIM) = (~ 1 AM (14.3.12) 


由 两 个 轨道 运动 可 以 忽 巾 的 自 施 1/2 粒子 构成 的 系统 可 由 基 右 矢 | S, = 寺 ,m,)@| S， 


= 去 ,92) 三 | ma m3) 描述, 其 中 | mmz) 是 || 517，| 512 St， S, | 的 公共 本 征 态 . 考 
虑 总 自 旋 算 符 S =S, + 5S ,其 分 量 和 模 长 分 别 为 $=(S,,S,,S,),1s|?=|S,+S,|7. 
(a) 计 算 S: = S, +iS, 和 5, 作用 到 态 |m, ms y》 上 的 结果 ;(b) 将 | 51? 一 1S, +S 1 作 
用 到 | mmm,) 上 ,计算 其 结果 ;(c) 用 | 和 my) 的 线性 组 合 构造 | Si,S3S2S:| 的 本 征 态 
| $,m,). 找 出 对 应 的 本 征 值 并 验证 S:| Sm,》= 58(S+1)| Sm,) 和 S |1Sm y= 
im |S ,mz,》;(d) 讨 论 | S,m,) 在 粒子 交换 及 | mim,) = | mm) 下 的 对 称 性 . 
(为 了 计算 5=5,+ 8 在 态 | mm ms ) 上 的 作用 .引信 记 号 


| ma = 二 去 ,ma = 二 下) = 1 ++) +) -tb |- 


这 样 


5 | mL pt2) 二 让 (a BL) | mm 一 记 (o lm))] m2) 
(14.4.1) 


52 | mi m2) 二 去 (1 0 0 ) | mi m2) 一 了 | my(o [ms)) 


I pp 
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此 处 (二 和 z= (go,s, ) 为 单 粒子 自 旋 算 符 ,分 别 对 应 于 2x2 单 位 矩阵 和 3 了 个 Padli 箱 阵 . 满足 下 列 等 
式 : 
gl + =| +),0| -=-| -yc -=2| +),0. | +}= 2| -} 


orl t=00|-)=0 (go0,+ig,,0 =3) 4 
总 自 施 算 符 S= $+ 5S, 的 形式 为 5= 子 {o1601, +1,696;) 由 此 导出 
1 |[s.= #30 Ol + o.) 
{14.4.3) 
I |S;= 壮 (ou 1 + 1 0 0) 
利用 (14.4. 31) 和 (14.4.2) 
S| ++) = 在 | ++》 
S| +-)=5.| -+)》=0 (14.4.4) 
S.| --) =— | --) 
应 用 (14.4.3I]) 和 (14.4.2), 得 到 
S$,| --)》 = S$. | ++) = (| + ) +| -+)) 
Si | +-)》= S | -+) = | ++) 
s.| 1 S | _ | _ (14.4.5) 
5,| ++)= 5.|--)=0 
{b) 应 用 (a) 中 的 记号 , 算 符 | 51 = | Si +5, |? 等 于 
9 = 和 (6 + 20 Oo + gi Das +o Wo,) (14.4.6) 


在 这 里 应 用 了 等 式 Si,S;, + 51,S;, = 本 (Su S52- + S51 S2; ) 和 = (3)1; 由 (14.4.2) 和 (14.4.6)， 
我 们 有 . 


2 
SS ++) = (6 142) ++) = 2 和 2| ++) 


S| +-) = 向 [(6—2)| +4-) +4| -D1 = (| +) +| -+)) 


(14.4.7) 
S| -+)》= S| +-) 
S*| —-) = (6 -2)| —) = 2 妇 | --) 
(c) 应 用 等 式 (14.4.4) 和 (14.4.7) 及 题 14.2 的 结果 ,我 们 有 
S2 | ++》= 27 | ++》,S, | ++Y 一 让 | 十 十 
$2| --)》= 2 是 | --),S.| -y=- 8|-) (14.4.8) 
还 有 
fo 十 一 十 | -+)) = 2#2(| 上 + 一 》 +| +)) . 
S| +-)-| -+)) =0 (14.4.9) 
和 
S,{ | 十 一 》 十 | 一 十 力 = S (| 十 一 》 -| -+)) =0 (14.4.10) 


忽 格 无 关 紧 要 的 整体 相 因 子 ,我 们 有 


Te 
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1S = 1,m,=1)=|++) 


1 SsS=1 
1S = 1,m, =0) = 友 (| +-》+| -+》》 - 
18 = 1,m, =~1) =| 一 -》 

1 Ss=0 
|S = Drm = 0) = 万 (| +~) -| —+)) 衣 丰 (14.4.11) 

这 里 态 | 5S, m,) 正 交 且 满足 
S:|Sm) = HS(S+1)|Sm), S=1,0 
(14.4.12) 

5. | Sr) = ton, | Spr, )， mi = 1,0,—1 


(qd) 态 | S,m,) 在 交换 m+*m; 作用 下 的 对 称 性 可 由 (14.4. 11) 得 到 ,通过 直接 观察, 在 交换 运算 下 
S=1 的 兰 重 态 不 变 , 而 S=0 的 单 态 变 号 . 即 


fi 三 重 态 ) = | 三 重 态 } 
| 单 态 ) = | 单 态 ) 

这 里 记 是 交换 算 符 : | mi ms》 = | nes rm 》. 

注 :(14,4.13) 也 可 由 (14.3.12) 得 到 ,只 需 令 2 一 1 和 JS=0,1 即 可 . 
设 5=S,+ 5, 是 两 个 自 旋 为 1/2(S, = 5, = 112) 的 粒子 的 总 角 动 量 , 通过 将 升降 算 符 
S: =3.-+ iS, 作用 到 15S,xm,) 上 的 方法 来 计算 CG 系数 (mm | Sm,) .将 两 个 子 空间 
5=0 和 SS=1 分 开 计 算 . 

:入 为 了 给 出 S1 = 9 =1/2 时 的 CG 系数 ,应 用 下 列 关系 [ 见 等 式 (14.12)]; 


I Si|Sm) = hvSS tI -mm(m 1)|S,m,+1) 


(14.4.13) 


HI Sa ma) = hv SS + mim I) | m + 1,m) (14.5.1) 
mils, | mmm) SBS + 1 matm 1)) mm ,m2 + 1) 
利用 相位 条 件 

1S= 51+S,,m, =+ (8, + S2)) = | mm = 二 Sm =+ 52) (14.5.2) 


注 ;状态 | 5=S,+ Sz,m,= 土 (S14+S,)) 是 多 和 和 55 分 别 对 应 于 非 葡 并 本 征 秆 4, = 圭 拓 (S, + 5S,)】 
的 本 征 态 ( 见 题 14.2) ,这 样 就 有 


[5= Si +S:,o = 二 (3 + 5)) = et |m, =+ 8, ,ms =+ 9,) 


其 中 相位 # 可 取 为 0. 
1. 子 空间 S= 1 我 们 立即 得 到 


I = | 冯 ， 3) = | ++) (14.5.3) 
将 (14.5.3) 用 S_ = S,- + S,- 作用 并 应 用 (14.5.1) ,得 到 
S-|1,D) = EVITTID IA- |10) = v2|1,0) | 
| 5D= (sc+ | 生计)= v1| -二 生生 -二 
由 此 


9)= 广 (| 去 -去 ) ,+| - 豆 呈 ))= 直 (| +) + -4)) (14.5.5) 
类 似 地 把 8- 作用 淹 |1,0) 态 上 ， 
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S10 = v1T+ DD- O00D11, -1 = #211, -1 


1 
s 110) = 让 s (| 十, 一 放 )+|- 喜 : 切 )+ 沁 si (| 于- 二 -去 动 ) 


{14.5,6) 
与 (14.5.2) 相 合 
1 1 | 
1 -了 =| -于 -到 =| 》 (14.5.7) 
2. 子 室 间 SS=0: 由 mm, = mt + mi 此 处 和 ,= 有 ,我们 有 
1 
10.0)》 = e| 却 ,- 玛 )+ 有 | -二 地) (14.5.8) 
利用 | S ,my 的 正 交 性 ,得 到 
(1,010,0) = 0 (e+8) = 0 
W010,0) = Ta +l8 =1—2)a) =1a = 1/2 
最 后 我 们 得 到 
1/111 1 1 1 。 
10,0) = 序 ( 本, -元 ) -| -六 ,二 ) (14.5.9) 


14.6 设 $=S+S: 是 两 个 自 旋 为 1 的 粒子 的 总 角 动 量 .(a) 在 S=2 的 子 空间 里 将 右 矢 
| Sm,) 表 示 成 | Sim1) 鸭 | Sm) 二 | m1)| m;) 的 线性 组 合 ; (b) 对 于 S =1 的 子 空 
间 , 重 复 (a) 的 工作 ;(c) 对 于 S=1 的 子 空间 ,重复 (a) 的 工作 . 
: 解 闻 (a) 对 于 S=2,m, =2(m,= m+ m2), 我 们 立即 得 到 
12.2》 =11)11) (14,6.1) 
将 S- = Si + 5S;- 作用 到 (14.6.1) 两 边 , 得 到 


上 12,2) = 下 YX2+ 休 ~202 二 |2.1) 
(14.6.2) 
SIDI1D = VICGFICO| 1 +|1)10)) 
由 此 得 到 
-1 
|2,1) = 万 (| DID +) (14.6.3} 


将 5.=S + 5 再 作用 到 (14.6.3) 两 边 ,得 到 
| [2,1) = v2GTT |2,0) 


1 _ 
5- (101D +1D)19) = 方 M3| DTD +10> 0 +10)10) + 11)| = D))] 


(14.6.4) 
由 此 


* 本题 用 来 计算 S=0 的 CC 系数 的 方法 是 直接 构造 $=0 的 状态 ,这 个 方法 甚至 可 以 推广 到 一 般 的 多 个 
角 动量 的 耦合 问题 中 去 ! 这 种 方法 是 一 种 值得 在 教科 书 中 大 力 推广 的 基本 的 方法 ,特别 适用 于 手 算 , 比 利 用 
CG 系数 的 一 般 公式 不 知 要 节省 岁 少 工作 量 . 但 是 这 种 方法 也 有 一 个 小 小 的 缺陷 ,就 是 在 构造 状态 时 有 一 个 
不 确定 的 相 四 子 . 个 人 对 相 因 子 有 不 同 的 取 法 ,这 样 就 很 难 统 _ -了 目 前 CG 系数 的 相 因 子 多 半 取 Conton- 
了 的 儿 各 种 关于 CG 系数 的 数据 库 也 但 从 此 约定 .如 果 能 在 手 算 CC 系数 时 注意 遵循 这 一 规定 就 更 好 
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-rl. ; 一 4.6.5 
|2,0) 元 [| [1+2)0))0) +|1)| -1)] (1 ) 
依 此 类 推 ,我 们 得 到 
|2,- 1 -0)| - 1)+| -D10) (14.6.6) 
最 后 有 
[2, -2 =|-1| -1 {14.6.7) 


注 ; 很 显然 锯 可 以 把 (14.6.7) 作 为 基本 出 发 点 来 用 升 算 符 5， = Si, + S,, 来 构造 状态 |2,M). 
(b 对 于 S=1, |1,1) 可 和 窑 成 

11,1D) = al1)|0) + 810)|1} (14.6.8) 
其 中 e 和 有 由 正 变 关 系 确 定 , 即 


一 上 一 一 呈 二 
0Q2,1|1,1y =0 万 (e+ 人) 0 一 有 


(14.6.9) 
(1 [l=1>|al? + = 1»2[al =1 
由 此 导出 
-11y10y - 
[1,D = 万 人 010， 10)|1)) (14.6.10) 
由 
= kv DD|1,0 
工 。 | 在 1 - | 
33- (D0 +101D) = Fv2010)10) +1D| 1 -i000 -| - 1)11)) 
{14.6.11) 
得 到 
-1 | 
|10) = 三 (| 1) -| -|1)) (14.6.12) 
重复 上 辣 的 过 程 ,我 们 有 
_ 人 | _ _ 
|1, -1 万 (| 1)|0) -|0)| - 1%) (14.6.13) 


(c) 子 空间 S= 0 的 惟一 一 个 状态 可 写成 

[O10 = yD -1 +681 -11 + pl0)|o) (14.6.14) 
此 处 y、8 和 jp 由 正 交 性 关系 确定 ，; 

{2,0|0,0) = 0 


{1,0|0,0) =0 7= 方 ， 3 = 万 p= 本 《14.6.15) 
(10010,09 = 1 

由 此 
19,0) = 廊 d0| -1 -10l0+| =- 171)) {14.6.16) 


注 :S=0,2 的 状态 在 粒子 交换 下 是 对 称 的 ,而 S= 1 是 反对 称 的 . 
14.7 一 个 系统 由 j=1 和 j,=1/2 的 两 个 角 动量 对 应 的 状态 |j, = ,oa Qi = 广 ,mz) 构 
成 .系统 处 于 |JM) 态 ,其 中 是 总 角 动 量 而 M 是 了 的 x 分 量 . 考 虚 特 殊 的 状态 {a) | = 


bt bd 和 TH CE 人 


rr rr 
Tm Bi Te ba 
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训 ,M= 这 );(b)1]= 生 ,M= 专 ). 对 于 每 一 个 态 计算 取得 观测 值 (m,,m;) 的 概率 和 
jz jz 的 平均 值 ;(c) 计 算 在 态 = 地 ,M= 考 ) 中 的 平均 值 


“第 曙 (sg)(m ms) 的 可 能 值 为 


=l~m = 1,0,-1 
| 1 1 1 {14.7.,1) 
TN 
(J,M) 的 可 能 值 为 
-了 ML _ 1 3 
7 -让 M= 字 ;了 ,一 广 :六 
1 | 1 (14,7,2) 
1 2 ”M3 7 
对 于 | 了 = 也 ,M= 扇 》 我 们 有 
| 了 = 3,M = 3) -| = 1,m = 二 | 殊 = 记 ,ma = 了 村) {14.7.3) 
由 此 
prob(m, = |， ma = )= [Cm 1m, 1211= 子 ,M = 地)| =1 
1 
prob( ms 关 1，ms 关 二 )=0 (14.7.4) 
je 和 jo 的 平均 值 为 
QM | [IM) = im 
{14.7.5) 
IM | Ji (IM = Him2 
对 于 mi =1 和 mm; = 1/2 我 们 得 到 
Jie) 三 三 ，《J2》= 上 认 (14.7.6} 
Cb) 首 先 我 们 先 将 态 |]= 亏 ,M= 序 ) 写 成 | mi ,ms 的 线性 组 合 .由 (14.7.3) 得 到 
厂 = 立 M= 训 )= iaV 三 (这 +j- 王 ( 王 -11 =3,M- 1) 
一 2 2 2:2 2 ~ 2/ 
T- |m = lm = 诗 ) = IITID | mr = 0,m = 于) (14.7.7) 
+ jw 各 ( 寺 +1)+ 调 : 寺 |m = ma = 本) 
由 此 
3 / / 
= 方 ,M= 考 ) = 村 |m = ma = 也)+ 到 |ma = lm =- 去》 
(14.7.8) 
由 于 正 交 性 
lily_1l, 厅 
j= M= 却 )= 可 | ma = 0,ma = 序 ) -NY 3 | mi = 1, m2 = 一 到》 
(14.7.9) 


这 样 


* 235 ， 
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1 .| 1 
pub(m =0,mz = 十 )= [Cm = om 一 十 1J = 二 ,= 十)| = 也 
2 
2 
pb(m = Loan =- 去)= |(m = lma =- 吉 | = 于 ,M= 去 ) 二 也 
{14.7.10) 


对 于 其 他 的 (msi ,m2) ,Pm ,m2) =0.jz。 和 jo: 在 态 |] 一 记 , 凶 一方 ) 中 的 平均 值 由 (14.7.5) 和 
(14.7.10) 给 出 .将 (14.7.9) 代 人 {14,7,3) ,我 们 得 到 


人 Je) = 读 (pa = 0)h+ 计 (m1 = 1) 和 = 入 
(14.7.11) 
412s) = 村 (ma = 序 )#+ 子 (sma = 去) 名 == 一 二 
(b) 算 符 j, 能 写成 下 式 : 
1 
= (14.7.12) 
这 样 
OMI lM) = 各 UMIVIO TD MAT DM+ 1 
+VJ+Ii- MM-1lJ,M-1=0 (14.7.13) 
或 者 对 于 |7J= 方 ,M= 村 》, 我 们 利用 著名 的 自 旋 112 表示 (多 第 七 章 ) 
ly el ~ 
二 -和 | (14.7.14) 
这 导致 
0 一 
人 = 切记 =0 (14.7.15) 
i 0/lo 


与 {14.7.13) 吻 合 . . 
考虑 一 个 由 忽略 轨道 运动 的 自 旋 1/2 粒子 构成 的 系统 .系统 的 哈密 顿 算 符 为 H = eo 


+ e202 ,其 中 e， 和 es 是 实 常数 ,oj 和 .分 别 是 两 个 粒子 的 自 旋 算 符 $ = 于 am 和 S， 


-过 os 在 < 轴 方 向 的 投影 .(s) 设 系统 :=0 时 的 初 态 为 | 4(0))= 二 (| + ~》+| 一 +))， 


在 时刻 观测 各 =(5S, + 5;》, 它 的 可 能 取 值 和 相应 的 概率 是 什么 ?(b}) 如 果 和 初 态 任 
意 ,在 (6S ) 的 计算 中 出 现 的 玻 尔 频率 是 什么 ? (ec) 对 于 S, = S1, + S,, ,重复 (a) 和 (b) 的 
工作 . 
:其  (a)57 = (Si + 8S:)( 和 5. ) 的 本 征 杰 对 应 于 S=1,0 的 分 别 是 三 重 态 和 单 态 .这 样 ,5? 的 
观测 值 为 
I 人 = 1 2#’ 
Ti s-00 {14.8,1) 
但 是 状态 | S,m,) 不 是 哈密 顿 算 符 的 本 征 态 ,这 样 概率 prob( S =0) 和 prob(S= 1 将 随时 间 变化 . 系 
统 的 定 态 是 


1 
| mi 一 土 7 + T7127 = 土方 》 一 和 ++》, | +—}, | -+》, | 一 一 ?| {14.8.2) 
其 能 级 为 


Tm ro : 


第 十 四 章 ” 角 动量 ( 续 ) 


BH| 一 》 = (em 十 eacas)| 一 》=【 士 El 士 ez) | 一 》 
代 人 系统 初 态 的 表达 式 中 
-1 _ + =is=1m = 
| WO = 却 (| +-)+| -+))=|S$= 1,m, = 0) 
得 到 
| gee)} = 序 {epl~ ile — ez)t/#]| 十 ~》+ expliter — ez)t/#]| —+)} 
将 (14.8.5) 写 成 下 式 : 


| +—} = 方 (11,0) +10,0)) 


万 
.ys 1 _ 
| -+》 去 (10) 10.0)) 
将 (14.8.6) 代 人 (14.8.5) ,我 们 得 到 
| 92)) = os (SF |1,0) -isin (|0,0) 
prob( 人 =1) 和 prob(S=0) 分 别 是 


1 |owp(s=1)= | 2 Ss = 1m ld) = 00 Si 


了 | pas = 0) =168 = 0,m, = 0 (0) = sn HF} 
&8 的 平均 值 为 


(p(s) Es: | gt》 = 2# + prob(S = 1) +0° prob(S = 0) 
三 ZA 008 [fei 一 e2)t/k] 一 [1+ coal wnt ) ] 


{14.8.3) 


《14.8.4) 


《14.8.5) 


(14.8.6) 


(14.8.7) 


(14.8.8) 


(14.8.9) 


其 中 ws =2(ei - es)/# 是 Bohr 频率 .注意 表达 式 (14.8.6) 和 (14.8.7) 是 m =0 的 | 3, zm,) 态 前 线性 
组 合 ,从 (14.8.3) 和 {14.8. 候 中 我 们 得 知 S. = S1. + 5S;, 与 哈密 顿 算 符 对 易 , 且 有 5. |y(0)) =0. 这 样 


| yg62)) = C011,0) + Cr)10,0) (14.8.10} 
其 中 C (和 C2(E) 分 别 是 时 间 相 关 的 系数 .这 样 我 们 有 
人 =1)=|(S=1,m=0 | = {1c 
{14.8.11) 
prob(S =0) =|{(S =0,m, = 0 ge)) | = G(r) 
这 样 (14.8.81) 的 求 和 中 就 只 剩 下 了 一 项 (1m, =0). 
(0) 考 虚 如 下 形式 的 初 态 
| WO0)》= el ++) + BI +-) + 7| -+)+6| ——) (14.8.12) 
这 里 py 和 3 是 复 常 数 . | yg()} 的 时 间 演 化 规律 为 | 
| yee)} = P| ++) + Be 1 "at | 十 一 》 十 Yel adh | -+} + etd | 一 -》 
【14.8.13) 
利用 (14.8.6) ,我 们 得 到 
pr) = a ta | 1,1) + bet + ut | 1, - 1y 
+ 房 (peer 十 ye ea | 1,0) 
+ 让 (Be — Ye )10,0) 《14.8.14) 
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叶 的 平均 值 为 
《的 (| = 了 2 枯 al: 十 | 可 全 十 于 1 8 + ?| ) + Relp’ ye ] 


(14.8.15) 
《9 ) 由 息 尔 频率 wp =2(Lel --e2)j 瘦 出 , 它 与 我 们 在 (a) 中 得 双 的 结果 相同 . 
注 : 在 a=85=0,8= y=YyZ 时 ,(14.8.15) 成 为 
pee) | 5s: | st) = #2 [1+ eon( ee) | (14.8.16) 
与 (14.8.9)7 相 合 . 
(e) 为 计算 5, 的 平均 值 ,我们 回 到 (14,8.13) 并 计算 右 矢 (Su + 5 ) | y(t)) ,这 绪 出 
S, $00)) = 章 1[astaram 4 ea (| 4+) | 4) 
+ [pes + ye om ++) +| -—))| {14.8.17) 


这 样 
(gD S, 68)) = Fla’ pe + a yds + 8* pest 4 8* ye1ezeh 
t+ ha" ema ta" de + yy ge + y" Be | 
= RRela’ p+ y¥" em + (a y+ fp" Pel (14.8.18) 
此 时 《S. /演化 的 玻 尔 冰 率 为 wn =2e41# 和 ws =2esf. 
月 旋 为 12 的 粒子 的 总 角 动 量 为 了 = 工 + S ,其 中 工 和 $S 分 别 是 轨道 角 动 量 和 自 旋 角 动 
量 ( 是 整数 而 3 =12). 设 17o) 因 | S= 了 mp) | mn) 是 | 1 | S|?,L,,S,} 的 


本 征 态 , 1],M) 是 |.J.} 的 本 征 态 .通过 将 ,= 上 ,+ S, 次 第 作用 到 右 和 撩 1, M) 上 的 
方法 来 构造 CG 系数 《ywm, MY .对 于 J= 1+12 和 J= 一 12 的 两 个 子 空间 分 别 进 
行 计算 . 

“ 解 tr 首先 我 们 看 出 如 果 /=0， 右 矢 | m=0,m, = + 方 ) 是 | 1 全 ,天 | 网 本 征 态 . 此 时 了 = S= 
12,M=m, = 二 112. 由 此 


i = 2,M = 12) = |m, = 0,m, =+ U2=|m = 0,+) (14.9.1) 


非 过 的 0G 系数 只 有 (0, + | 到 了 )= (0，- | 二 -二 )=1 另 一 方面 , 计 于 1 基 0, 有 两 种 可 能 的 精 全 


(14.9.2} 


在 40) 时 ,我 们 分 别处 理 J= :+12 和 J=2-1/2 对 应 的 于 空间 ,并 企图 证 明 


i 2 Vim din- M4, ty+taf I- -M+ 皮 | w= M+ 二,-)| 


1 1 = 三 :MD = 村 | 1+M+ 计 jm=M+ 生 ，-)- 1-M+ 坟 | w= M- 生 ,+)| 
(14.9.3) 
这 里 | mr) 二 | 4),M = mt sm, = m+ li2. 


1 了 = +12: 子 室 间 = 了 +112 对 应 应 的 子 空间 有 27 + 1 个 线性 无 关 的 本 征 态 . 与 通常 一 样 ( 见 题 
14.2), Mme 一 4+112 是 非 简 并 的 ,于 是 


CN Tg me ba 


pr rr 


3 一 


Ee 


ee 
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1= + 二 Me= 1+ 闻 ) =|m= 4,+) (14.9.4) 


用 = + 人 SS. 作用 于 (14.9,4), 得 到 

| 1 144+ 本 1+ 本 -AVATARNTT + 二- 十 ) -AVIT TY+ 了 一 下》 
Tt = (LL+S)| ,+ = (22 1, +) +| 1, —)) (14.9.5) 

这 样 ,对 应 于 (14.9.,31) ,我 们 有 


T= 4+ 六 MM=1- 访 ) = YL) (14.9.6) 
根据 数学 归纳 法 假定 下 式 成 立 : 
1 J |i+ 广 ,MM) = (r+ M+ 到 ) 人 = M+3) li+t 寺 ,M-D) 
J IM- 和 ,i (t+ M+ ) M+ 3)|M +》 十 在 | 一 他， 一) 


J 1M+ 音 ,-)= AUHMT+ 计 上 M+ 羡 )TM- 寺 ，-) 


(14.9.7) 
,， 这样 用 了 = 工 - +S- 作用 于 (14.9.7D 中 可 得 到 
1 1)f,_ 3 
PE | Ce m2) 3» 
(itMt 二 (1- M+ ) 
本 1 _ 1 
, 1+M+ 广 (1+1 +2) ! ， 
(+M+ 权 儿 : M+ 了) 
-| it+M 3|M 了 +) 二 ! M+ 部 |M- 二 ,一 )| 
(14.9.8) 


这 说 明 (14.9.,7D) 的 假设 对 于 一 般 的 M 都 成 立 . 
2. J= 12: 状 态 | J=1- 冯 ,M-t- 寺 ;是 | 一》 和 | 7 一 1,+) 的 线性 组 合 .由 (14.9.6) 我 们 注意 到 这 是 
能 得 到 mw + rm, = 1 一 1/2 的 惟一 选择 ,由 此 


= 1-,M = 二- 二) = ali-1,+)+ pli, -) (14.9.9) 


这 个 状态 必须 正 交 于 (14.9.6) ,这样 a= ,8= -于 


1 
= 各 M4- 广 )= [Val 一 -|i—1, +)] (14.9. 切 ) 


将 J = 工 - + 全 作用 于 (14.9.10) 并 计算 所 有 的 系数 .通过 与 7=1+1/2 类 似 地 计算 ， 我 们 得 到 


(2M = yil 0+M- 计 1M- 间 -=-V MM- 字 ,+)| 


(I4.9.11) 


这 个 结果 与 (14.9.3I[) 相 司 ， 
两 个 自 旋 1/2 的 粒子 (忽略 轨道 运动 ) 构 成 的 系统 的 未 微 扰 险 密 顿 算 符 Ho=-Atlo,,+ 
oz) .我们 在 其 中 加 上 一 个 微 扰 H, = (oo + 02y02y ), 其 中 g = (a ,a ,0,) 是 泡 和 矩阵 ， 


> 
1 
+ 
3 
和 
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eA 是 正常 数 . Ca) 给 出 FH, 的 本 征 值 和 本 征 向 量 ;(b)( 严 格 ) 计 算 总 哈密 顿 算 符 H= Fo + 
Hi 的 能 级 和 本 征 向 量 ;(c) 利 用 微 扰 论 ,计算 H, 能 级 的 一 阶 收 正 ,并 与 (b) 中 的 严格 结果 对 
照 . 

: 括 隔 。 人 两 个 自 旅 为 12 的 粒子 由 非 粳 合 基 | m= 十 二 ,ma = 土 去 )= 引 ++》| + 一 》， 


| - +》,| - 一) 描述 .由 于 Ho = 二 44 (Su + Sz ) 我 们 有 
Ho| ++》= 一 24| ++》 
了 车 | +-)》= FH| -+)=0 (14.10.1) 
于 | --) = 24| —-) 
昌 , 的 本 征 值 为 -24.0 和 24. 
(bp) 总 吗 害 顿 算 符 + 再 可 写成 
H=-Algs + om)+F[(0 + oa) -of -08 ~ 20is02] (14. 10.2) 


H 与 算 符 |S? ,52,S?,S,) 对 易 , 其 中 $= 8, 18: 是 粒子 的 总 自 旋 .这 样 ,总 哈密 顿 算 符 的 本 征 态 为 
以 下 的 三 重 态 和 单 态 ; 


|1,1) = | ++ 
-1 _ _ 
I 110) 一方 人 + y+| -+)) (14. 10.3) 
|1, -1)=|--) 


= ll+.y_ 1. 
I 10,0) = 万 (| +-) | -+)) 


相应 的 能 级 为 
HI1,D = (-2A+4e -3 -el1,1) =-2A|1,1) 
Hl1,0) = (0+ 4e — 3e + e)|1,0) = 2¢6|1,0) (14.10.4) 
末 |1 -了 =(24+4e -3e -se)|l, -DD=24|1,- 1 

和 


HI0,0) = (0+0-3e+s)|0,0 =- 2:|0,0) (14.10.5) 


Co = 王 (on 1 i - 杂 04 ) 在 非 微 扰 革 {| 十 十 》,| + 一 | 一 十 >》, | 一 一 外 下 的 矩阵 元 由 下 面 的 
矩阵 给 出 


| ++》 |+-》 | -+) | --) 
| ++} 0 0 0 0 
| +-) 10 0 2 0 
{14. 10.6) 
| -+) 10 2 0 0 
| -0 0 0 0 
未 微 扰 能 级 为 el= 一 24,c=e=0 和 已 =24. 这 样 
全 = t++|H| ++)=0 
(14.10.7) 
As = (--|Hi| --}=0 
其 中 el 和 上 4 是 非 简 并 能 级 ,对 于 简 并 的 本 征 信 0, 考虑 行列 式 
一 由 站 
det( 万, — 灯 ) = > = A — de {14.10.8) 
££ 一 A 


rr 


一 


-mr ~ mc 一--- 一 ~- ，--- ------ 
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AE2,3 三 土 2 (14. 10.9) 


由 方程 (14.10.7) 和 (14, 10.9) 导 出 

EF; = El 十 点 El =—2A 

| = E23 + Mess 一 十 2E (14.10. 10) 

FE: = Ed + ae = 2A 

与 (b) 中 得 到 的 严格 解 相同 . 
2 
在 中 心力 声 中 运动 的 电子 由 哈密 顿 算 符 日 = B + Hs 描述 ,其 中 = 二 上 + Vy)， 
Ho = 以 >) 工 3. 自 旋 - 轨 道 看 合 使 得 工 > 和 5S? 相同 但 J 不 同 的 能 级 发 生 分 裂 ,此 处 
= 工 +$.(a) 证 明 [ 互 , 工 ]= [五 ,S]=0 但 是 [ 互 ,上 ] 关 0 和 [ 瑟 ,S,] 关 0;(b) 证 明 
[ 互 , 瑚 ]=[ 瑟 ,J 1=0i(c) 考 虑 同样 是 [2 , S: ,J?* ,| 的 本 征 态 的 日 的 定 态 .将 这 些 
本 征 函 数 的 角 向 部 分 用 球 谐 函数 和 二 分 量 旋 量 表示 出 来 ;(d) 设 (cj 中 的 本 征 函 数 由 量 
子 数 六 了 和 对 (分 别 对 应 于 工 :天 和 了 的 本 征 值 ) 描 述 ,给 出 L, 和 S, 的 本 征 值 ,对 
应 的 取 值 概率 及 平均 值 . 
解 佑 。 (a) 哈密 顿 算 符 与 工 和 8 的 各 分 量 对 易 且 工 只 作用 在 角 举 标 (9,$) 上 ( 见 第 六 章 )、 

这 样 


[H,L’] = [H+ $Cr)L : S,L:} = Cir)[L. S,L] (14.11.1) 
我 们 还 有 [Si ,LL;]=0 和 [了 ,L*]=0 对 于 所 有 的 分 量 i,j= rz,y,*=1,2,.3 成 立 , 这 样 


[H,L’*] = $0r)oL, ,了 2]S, +L[S,1])=0 (14.11.2) 
将 (14.11.2) 中 的 工 接 成 8 ,我 们 有 


[ES = E07) (Le]S + 工 [S .3]) =0 (14.11.3) 
利用 关系 [ 工 , 忆 ] = 二 esLs 我 们 得 到 
[H,L] = [Ho + OL S,L,] = tOr)[L,S, + LS, + L,S,,L,] 
= BOE L]S, + HOYLE, ,L.]S, = ht(r)(- ES + LS,) #0 
(14.11.4) 


[H,S.] = Or)L[S.,S.]+ Fr)L,[5,,S.] = it(r)(~ LS, + L,S,) #0 
(14.11.5) 
人 b) 从 (14.11.4) 和 (14.11.5) 立 即 得 出 
[H,J.] = [HL +ST=0 (14.11.6) 
还 有 
[HT] = LH,(L+ SY]= [HL +8 +2L .5S] =2H,L. 38] 
= 2Ho + tn)L .SL 8] = [HL $]+2t(n)[L. S$,L:S]=0 
(14.11.7) 


《cta) 和 (bb 的 结果 说 明 我 们 能 够 构造 由 | 五, 了? ， 3, 下 ,了 | 的 公共 本 征 态 构成 基 | MSLM) = R, 
(7) | JM). 这 些 本 征 函 数 的 角 向 部 分 | JM) 的 表达 式 在 题 14.9 中 已 经 求 出 
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-im 1 fl 1 1 I 1 | 
上 La- 1 i ,I 1 / 1 1 
i- 7 引 二 | i+ M+ 生 |M+ 生 ， -yi- M+ 地 |M 了 | 
(14.11.8) 


(14. 由 .8) 有 方 的 状态 | M 土 方 , 土 ) 三 | M+) 为 电子 的 轨道 角 动 量 4 和 自 放 角 动量 S= 1/2 的 乘积 


撒 式 的 本 征 态 | im} | $= 让 ， + 》, 在 坐标 表象 里 ,rir,0,8) | 2m) 二 YC8,) 其 中 Y10,$) 


是 球 谐 扼 数 ( 见 第 六 章 ). 这 样 


[i+ Mt+ fi- 
1 i=2+ 广 ,M) = 一 597 ze $)| +)+A 一 57 MZ yg 人- 
1+ M+ 方 
[1M -人 (有 | -+ 一 二 人 三 rate 有 


《14.11.9) 
其 中 -J 志 M 志 /由 (14.11.8) 和 (14.11.9) 给 出 的 角 向 波 耳 数 满足 
Dn 
TM = MIJIM) 
(14.11.10) 


二 
I 
S| IM = #7(%4) JIM) 
作为 推论 
Le SAM) = 3 -LS8)1M) = {G+ D) -0 41) a4] mM) 
(14.11.11) 


(9) 算 符 工 - 的 取 值 为 tm ,此 处 m 是 满足 - Tss1 的 整数 . 算 符 S, 的 到 值 为 + 2, 此 处 二 表示 
自 族 向 上 或 向 下 . 相应 的 取 值 概率 由 (14.11,8) 式 中 的 CG 系数 和 系统 所 处 的 状态 相关 . 


1. 在 |]=!+ 地 ,M) 态 中 我 们 有 


I prob (m= M -村 ,+)= MY 志 


2 十 工 
II pop(m = M+ )- Mtl {14.11.12) 
革 MS14 2 在 M1712 时 ,problm 1 二) 上 而 其 他 组 合 的 概率 均 为 0. 工 的 平均 人 
人 
sa la) 
= 7 (1+ M+ 二 ) (4 -二 ) 
+ 4- M+ 上 ) (M+ 和 )]= 向 22 (14.11.13) 


类 他 地 , S, 的 平均 值 为 


(5.)=4+ 地 ,M|S. N+ 3M)=3 和 L(t 二 ) 寺 + (1-mt 二 )(- 二 | 


14.12 
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= 去 了 (14.11.14) 
2. 在 | 了 =! 一 方 ,M) 态 中 我 们 有 
1 1 t+AT+L2 
1 prob(m = 二 = 全 
| ， {14.11.5) 
1 ti- M+12 
IE prob(m = M -地 ,+)= 条 和 和 
其 中 msS1- 1P2. 5, 和 3. 的 平均 值 为 
1 | 人) = 全- 到 ,MLL -于 = iM 
{14.11.16) 
1 (S.) = 《1 一 二,M|S. 上 i 3,M) = 享 


类 和 毛 原 子 中 电子 的 自 旋 - 谣 道 相互 作用 由 Ho = *(r)L*5 给 出 ,其 中 (x) -3 


二 各 (站) ,Vy(;)= -2 .(a) 将 一 阶 向 扰 能 级 用 [ 注 :7 不 等 于 0. 因 /=0 时 无 自 施 - 


轨道 耦合 , ] 和 J 表示 出 来 (b) 证 明 自 旋 - 轨 道 焕 合 引起 的 能 级 修正 正比 于 Z*. 
- 解 半 FP ， (a) 我 们 的 问题 的 总 哈密 顿 算 符 为 玉 = H+ 末 s 此 处 


P 
= + Vr r)= 


1 1 ,3 
了 本 3 {8,8) + VCr) (14.12.1) 


并 将 Hs 作为 小 微 拢 .为 了 方便 ,我 们 将 HH 的 未 微 扰 波 函 数 取 成 iL', S? ,J ,了 ;的 公共 本 征 落 数 ， 
此 处 = 工 +5. 由 此 
HoRS() TIM = ELRY (7) | JM) (14.12.2) 


其 中 Rw(r) 是 Ho 对 应 的 径 向 波 函 数 ,E% 是 相应 的 能 级 ( 见 第 八 意 ). (14.12.2) 中 的 省 笑 | JR 给 
出 了 Ho 对 应 的 包含 自 旋 态 的 角 向 波 画 数 .利用 此 表达 式 [ 见 (14.11,7),(14.11.8) 和 {14.11.10)]， 
对 于 / 关 0, 我 们 得 到 


HR (7) | JAD = ES RI + D -44+D-34]JM (14.12:3) 
此 处 Ts 1f2 ,| M | 二 J .表达 式 (14.12.3) 说 明 微 扰 二 ,在 对 应 于 简 并 能 级 FE 的 子 空间 ,1 = 
了 土 1/21 里 已 经 是 对 多 化 的 了 .利用 一 上 阶 微 扰 论 
Enyd,T) = E+ (nl, MH | nt, IMY {14.12.4) 
此 处 (7 | rf) 二 R(x), 定义 包含 径 向 波 函 数 的 和 分 
by = nt |¢E(r) | nl) = [RY rE) RG (Cr)dr (14.12.5) 
再 应 用 表达 式 (14. 12.3) ,我 们 有 


下 (as = E', + 向 &[J( + -i +1) 3H4] {14.12.6) 


由 于 了 = ! 土 到 ,我 们 将 丙种 情况 区 分 开 来 


ES, + Fh?il2, J=1i+1/2 


Eln.i,T) -| 《14.12.7) 


En + tuk + 1)12, T= 4-1 


每 个 能 级 都 是 27 + 1 重 简 并 的 . 在 广场 下 这 个 简 并 将 被 解除 ( 见 题 14. 13). 
(hb) 自 施 -轨道 奈 合 的 一 阶 能 级 修正 正比 于 径 向 积分 5, ,对 于 1 去 0, 我 们 得 到 


| zr 至 ) oz = zr 十 炉 (- 到 ) Im) 


+ 量子 力学 


= - 和 tar 3 | sl) = 姑 直 (nl | {14.12.8) 


对 人 r 一 和 的 计算 给 出 ( 见 第 八 章 ) 


3 
(lel = a) HTD 04.2.9) 
其 中 ae = 让 /ae m, 是 玫 尔 半径 .最 后 
4 2 
10 I+1 (14.12.10) 


14.13 ”一 个 放 在 弱 磁 场 B= 日 2 中 的 类 氢 原 子 的 相互 作用 哈密 顿 算 符 为 H' = ppB (L, + 
2S.)/ [给 出 Zeemen 效应 j,(a) 很 设 在 无 磁场 B 的 情况 下 ,原子 的 波 函 数 是 L? ,5S?， 
于 和 J 的 本 征 画 数 ,此 处 了 = 和 志 +S. 利 用 一 阶 微 扰 论 计算 在 磁场 下 的 能 级 分 裂 ; (b) 
假定 这 个 原子 被 激发 到 p 态 . 在 弱 磁 场 下 这 些 能 级 分 裂 成 几 条 ? 
: 蔡 针 (a) 微 护 蛤 密 顿 算 符 可 写成 下 式 : 


H = 


其 中 jrs 是 玻 尔 嫌 子 .总 哈密 幢 算 符 万 = 万 , + Ho + H' 对 应 的 稻 级 巨 = E(w,1,J)+ AF 由 下 式 给 


出 ; 
AR= paBtJ = 1+ 孝 MI + S$.)|J = 4 二 二,M) 
= puaB[M+(T=1+ 寺 ,Ms = it 村 ,MO] (14.13.2) 
5 的 蚜 阵 元 在 题 14.11 中 已 经 算出 .利用 (14.11.12) 和 (14.11.14) 相 应 的 结果 ,我 们 有 
G = 1 生计 MIS.1 = 1 机,M) = 二 5 人 (14.13.3) 
由 此 
AE = poB|1+3747] (14.13.4) 


() 在 磁场 不 存在 时 ,系统 有 由 量子 数 (1 = 1,S= 1/2) 给 出 的 两 个 能 级 ( 见 (14.12.7)). 在 加 入 获 场 


后 , 简 并 被 解除 .了 = 3/2 的 能 级 分 于 成 4 个 ,对 应 于 M = -3/2, 112,1/2,3/2. 与 之 类 似 ,J=1/2 能 
级 分 裂 成 M= -1/2,1/2 两 个 能 级 .能 量 的 变化 由 (14.13.4) 给 出 .此 即 


AECLT) = ET I) unBM (14.13.5) 
al1,D = [1+ ] (14.13.6) 


补充 习题 


14.14 证 明 CG 系数 满足 下 面 的 关系 ， 
vi +1) ~ MUM + DCm ms |J,M+ 1) = ~ 及 十 1 一 $1 (141 二 1) {om 1,m, [My 
tv jaljz + 1)— m2(m 二 和 《ml ,mm 一 1| 2M 


{14.14.1) 

14.15 考虑 一 个 由 自 旋 了 工 = 1 的 核 和 电子 构成 的 外 原 子 . 电子 的 角 动 量 为 了 = 工 +S, 其 中 革 是 电子 的 轨道 
角 动量 而 3 是 电子 的 自 旋 . 原子 的 总 角 动 量 下 = 了 + I, 其 中 了 工 是 核 自 旋 .天 和 下 的 本 征 什 分别 为 
J(J+1) 直 和 下 (FF 十 1)#?.(a) 在 似 原 子 的 1s 基 春 中 ,J 和 下 的 可 能 取 值 是 件 么 ? (b) 对 于 2p 激发 态 


PRY EE rr dr To 


CFA 和 eng mr v 站 


Mi 


me 
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回答 (a) 中 的 问题 ;(e) 重 子 数 了 和 下 在 复原 子 的 2p 能 级 中 的 可 能 取 值 是 什么 ? 复原 子 核 为 自 族 1/2 
的 质子 . 
答案 
(a) J =1/2,F=1/2,32 
(hb) I 荐 J=1/2,F=12,32; 开车 J=32.F=12,.32,32， 
(ce) I 车 J=112,F=0,1; II 著 J=32, 下 =1,2. 

14.16 设 S=Si+Sz+Ss 是 3 个 自 旋 112 粒子 的 总 自 旋 | myra ms ) 为 Si ,Sz, 和 S53, 的 公共 本 征 丽 数 ( 共 
有 2 =8 个 状态 ).(a) 总 自 旋 的 可 能 取 值 是 什么 ? (b) 用 | mi mixm3) 移 造 一 组 由 S2 和 5. 的 公共 本 
征 态 构成 的 基 . 提示 :首先 考 嵌 两 个 自 旋 的 耦合 ,再 加 和 第 三 个 自 旋 .* 
答案 


(42,352. 全 | 言 ,去 ) = 志 (1 +-t) -1-+t))=M 三 1t+-)-WV 二 (1+-t+| +4))， 


| 到- 雪青 (1+---1--)=W 二 (3--)+1-+-D-A -bb,| 3,3) 
= | +++) 

壮 池 ) =- 亡 (| + 十 一 》 十 | +-+)+| ~++)), 六， -二 ) - 方 (| + 一) 十 | +-)+| --+)), 
时 - 芭 -1 一 

| 到 二 = 下 (1 -tty+ {4-4) -2| ++-)),| 到 ,到 )= 直 C21 +) -| +--) -| -+-)) 


* 原著 中 本 题 还 有 第 三 问 *{c}Do the oprators form a complete basis?" ,但 这 是 错误 的 1 三 个 12 角 动 量 可 
以 粳 合 成 一 个 3/2 角 动 量 和 两 个 112 角 动 重 . 对 于 角 动量 1/2, 存 在 两 个 线性 无 关 的 磺 重 子 数 同 为 1/2 的 状态 
一 一 这 就 是 著名 的 多 个 角 动 量 粮 合 的 非 简 单 可 约 性 1 必须 把 2 个 线性 无 关 的 角 动 量 同 为 tb2 的 2 维 子 空间 
都 构造 出 来 才能 得 到 南 S? 和 8 的 公共 本 征 态 构成 的 基 . 从 本 题 的 答案 和 (<c) 间 来 而 显然 作者 对 这 个 问题 理 
解 有 错 . 现 将 (ce) 问 删 去 并 将 等 案 改正 一 -- 译 者 广 . 


第 十 五 窜 ， 党 对 理论 


15.1 散射 截面 
图 15-1 描述 了 一 个 典型 的 散射 问题 . 


bts 3 
四 人 
矶 上 下 旦 年 面 下 握 时 胃 听 四 
-本 


图 15-1 


一 束 粒子 被 执 场 V(;) 散 射 ,坐标 原点 取 在 O 点 .定义 微分 截面 dofdQ 为 单位 时 间 被 散 
射 到 (8,$) 方 向 上 立体 角 dn 内 的 粒子 数 dn (6,$) 与 dn 和 流 强 正之 比 
d _ dn(6,$) 
20 = PD 5.1) 
dojd0 具有 面积 的 量 纲 .我 们 还 需要 候 定 ， 
(1) 忽略 被 散射 的 粒子 之 间 的 所 有 相互 作用 . 
(2) 忽略 所 有 的 多 重 散射 一 一 所 谓 “多 重 散射 " 指 的 是 粒子 被 站 多 次 散射 


(3) 人 射 东 流 的 宽度 远 远大 于 散射 势 的 特征 线 度 ,此 时 的 人 射 粒子 可 以 认为 有 确定 的 动 
量 ,对 df 积分 ,我 们 得 到 总 截面 


gy = | 和 da (15.2) 
实验 室 系 和 质心 系 中 的 微分 截面 之 间 的 关系 为 


dg Lab (1 二 2 十 27 及) 名 d CM 
( 自 ) Tt Fos ( 医 ) (15.3) 
这 里 86 是 质心 系 里 的 散射 角 
Y= mlm, (15.4) 
15.2 定 楚 散射 


考虑 一 个 约 化 质量 为 ,动量 P= 让 的 粒子 在 时 间 无 关 的 势 场 V = V(r) 中 的 散射 间 题 
(在 本 节 中 我 们 用 约 化 质量 p 来 代替 质量 wn ) ,系统 的 哈密 顿 算 符 为 


= H+ V(r) (15.5) 


EEE TE sr renrooreararoee 


um ht 


ee ao 
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其 中 Hs 是 自由 粒子 的 哈密 顿 算 符 , Ho = 上 /2 能 量 马 >0 的 获 射 粒子 的 波 汕 数 可 以 通过 
求解 定 态 苹 定 请 方程 得 出 


[Y4 要 一 TOr)]gr)= 0 (15.6) 
其 中 
~ fanE 
k= 洛 (15.7) 
U(r) = V(r) (15.8) 


对 于 两 个 粒子 的 散射 问题 , V(r) 是 粒子 之 闻 的 相互 作用 势 (r = x, 一 xr) ,而 玉 则 是 质心 系 中 
约 化 质量 为 p 的 粒子 的 动能 . 

对 于 比 Coulomb 势力 程 更 短 的 位 势 V{rj[ 在 rc 时 rY(r) 一 0], 薛 定 请 方 程 的 解 能 够 
写成 人 射 平面 波 和 振幅 为 f. (9,5$) 的 球面 波 的 普 加 


#7) + 08) (15.9) 
散射 振幅 (9,6) 与 位 势 和 散射 角 有 关 .这 个 量 与 微分 截面 直接 相关 . 


de (0 0) = | 所 (8 省) 《15.10) 


15,3 Bormn 近似 
将 位 势 U(r) 当 作 微 扰 , 我 们 得 到 Born 近似 .散射 振幅 的 公式 为 
A(0,$) =- Ele U(r dr (15.11) 


其 中 gq = 一 k,,k; 和 天 分别 是 初 态 和 末 态 的 动量 .注意 ! Born 近似 下 的 散射 振幅 所 正比 于 
Qtr) 在 傅 里 叶 变 换 下 的 像 函 数 在 9 处 的 取 值 . 如果 位 势 是 球 对 称 的 , U(r) = U(r),(15.11) 
可 以 通过 把 4 的 方向 取 为 极 轴 并 对 立体 角 dn 进行 积分 来 简化 . 此 时 我 们 得 到 


天 (9) = 站 | sin(g) rv rdr (15.12) 
好 om 


其 中 4g 一 2ksin( 012) 为 动量 转移 而 = | = |K;|; 岂 图 15-2， 


图 15-2 


，Bom 近似 的 适用 条 件 由 下 面 的 式 子 给 出 ; 


-如 
2 起 


Fr EV er «1 (15.13) 
在 V(r) 是 中 心力 场 时 ,(15.12) 化 为 


"248 * 


量子 力学 


涛 i dr ew yt 7’ )sinkr’ | < 1 (15, 14) 
a 


第 二 个 条 件 说 明 Born 近似 对 于 足够 快 (能 重 足 够 高 ) 的 粒子 总 是 成 立 的 .这 个 条 件 比 第 一 个 条 
件 要 弱 . 如 果 位 势 在 能 量 低 的 时 候 也 能 看 作 微 扰 , 它 在 能 量 高 时 也 一 定 能 看 作 微 扰 , 反 过 来 的 
情况 一 般 不 成 立 . 


15.4 分 波 展开 


考虑 球 对 称 的 位 势 ,V(r)= V(r). 在 这 种 情况 下 定 态 波 函数 各 (r,0) 和 散射 振幅 /.(8) 
可 用 勒 让 德 多 项 式 P (cos9) 展 开 


和 (rr,0) = nton) (15.15) 
和 
fi(0) = Si(21 + 1)f.P, (cos0) (15.16) 
其 中 系数 A,、f; 和 函数 (r) 待 定 . x,( -满足 径 向 二 定 请 方程 
[E+ U7) -他 二 2]z(r)=0 (15.17) 


边界 条 件 取 为 x,(0) =0. 在 渐 近 区 域 ~ 一 oo 里 ， 
Wi(r) ss ~ {Akr) + Bin,(hr) lr = Csin(&r -+ 6 | (15.18) 


这 里 j 和 mw 分 别 是 球 贝 塞 尔 函 数 和 球 诺 伊 巡 函数 .参数 8 称 为 相 移 ,因为 它 给 出 了 Xi(7) 在 
斯 近 区 域内 与 自由 径 向 薛 定 奖 方 程 的 解 之 间 的 位 相差 


yr) ~ ECsin( br - 河 (15.19) 
同样 :我 们 可 以 将 平面 波 用 勒 让 德 多 项 式 展开 : 


Er = eh 一 zl: + 1)j, (kr)P, (oosB) (15.20) 
将 es、 有 (8) 和 各 (x,0) 的 展开 式 代 人 (15,15) ,我 们 得 到 4 = (21 + 并 和 


(0) = 疲 交 (2 + Te ~ 1)P, (cos6) (15.21) 
由 此 , 徽 分 视 面 由 下 式 给 出 ， 
篇 = 看 | 冯 G: + Tes sinB Pi(cosg) | (15.22) 
总 截面 为 
cr = 2 “| fC0) ?singdg = 短 (2 + 1)sin:é, (15.23) 


由 (15.21) 和 (15.23) 我 们 验证 了 


or = FIm(f, (0)) (15.24) 
这 个 结论 称 为 光学 定理 . 相 移 8 由 径 向 波 函 数 的 渐 近 行为 完全 确定 , 展开 式 (15.23) 对 于 在 
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r<a 区 域外 面 为 零 的 短程 势 特 别 有 用 . 在 这 种 情况 下 ,满足 条 件 ii 十 1) > ka 的 分 波 可 以 忽 
略 .其 次 ,由 于 在 边界 >=a 处 波 症 数 RR,(r)= xX,(r)jr 及 其 导数 连续 ,我 们 有 


_ kirka) — Yj(ka) 
tand, = Ei ha) — yn (ka (15.25) 


此 处 x 是 由 下 式 定 义 的 对 数 导 数 ; 


"= 让 村 [RD = tyr)] (15.26) 
对 于 Bom 近似 也 成 立 的 相当 绊 的 位 势 ,所 有 相 移 都 很 小 并 可 以 用 下 式 给 出 ; 
sind, 2 6, =— {V(b )dr (15.27) 


15.5 全 同 粒子 的 散射 
两 个 全 同 粒子 的 散射 需要 加 以 特别 考虑 .对 于 两 粒 于 空间 波 函 数 对 称 的 情况 ,微分 截面 为 
各 =IfOO)+ far- (15.28) 
而 对 于 两 粒子 空间 波 函 数 反对 称 的 情况 ,微分 截面 为 
5 =1f(0) -Fr 的 | (15.29) 
例如 ,对 于 s=1/2 的 粒子 , 自 旋 波 函数 可 为 单 态 (总 自 旋 为 0) 和 三 重 态 (总 自 旋 为 1). 对 应 的 
空间 波 函 数 的 对 称 性 是 完全 不 同 的 ， 


例题 解 管 


15.1 一 个 质量 为 /动量 P= 不 的 粒子 被 旁 场 V(r) = Va 散射 ,此 处 V， 和 >0 是 


7 
实 常数 ( 汤 川 势 ) .a) 应 用 Born 近似 计算 微分 截面 ; (b) 计 算 总 截面 . 

$$ 解 几 (a) 汤 川 势 的 力 程 与 a 有关. 我 们 假定 Viaz 女 起 jz, 此 时 对 于 任意 的 如 值 Bom 近 亿 都 
成 立 (由 (15.12) 得 到 ) .散射 振 幅 为 


fl0,$) =- 直 ne ee Ep (15.1.1) 
由 于 位 势 是 球 对 称 的 , Y(r) = Y(r) ;利用 下 边 的 等 式 我 们 可 以 将 积分 算出 ，: 
jd = | sn(er)yY(r)rdr (15.1.2) 


此 处 r= |r| ,dn =singd8d#. 由 此 


一 一 SAVoa ™ ;| —ria 2 人 3 1 
f(8) = TE ,sin( kr )e dr = Tr 
__ 2uVoa’ 1 
TT hasnt oT: (15.1.3) 
最 后 ,微分 截面 9 = | /(9)]? 为 
da(8) du? Vias 1 
dn i* [li+ 4kTa sry (O02) 《15.1.4) 


tb) 总 截面 由 下 面 的 积分 给 出 : 
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do(0) ~ _ di Veoas dr 15.1.5 
od ( ) 


注意 到 在 无 限 力 程 的 极限 下 (a 一 吕 ,Vo 一 0, Voa 二 2Z1Z2e 二 常数 ), 汤 川 势 相 当 于 电荷 分 别 为 Zie 
和 Zze 的 离子 之 间 的 Couiomb 相互 作用 .此 时 (15.1.4) 成 为 著名 的 Rutherferd 公式 


2 4 
do dn Zle _ ZZie (15.1.6) 
dn #16RTsin (0) 16ETsin (C02) 


其 中 E=# 上 ?fp 是 质心 系 中 的 粒子 能 量 ,p 是 其 约 化 质量 . 
15.2 应 用 Bom 近似 计算 中 心 高 斯 势 vUr) = Ee er 对 应 的 微分 截面 dof/dn。 将 得 到 
n ! 


的 结果 与 汤 川 势 V(r) = 了 42e- 小 的 微分 截面 对 照 . 


多 好 对 于 Bom 近似 下 的 高 斯 势 ,我 们 有 


.241 _ 2 9” 202 
10) = 6), Sn) Vr = es ee dr 
2uVe 3 vAr 2 2uxVoa’g La * 
7 (15.2.1) 


此 处 gq =2ksint8121). 由 此 


dde2 dz 4 Vias 2 
， ( 逢 ) = ee (15.2.2) 
时 高 斯 对 于 题 15.1 中 的 汤 川 势 ,我 们 有 
| de _ 4p? Vias 1 
06 ($$ )， 和 了 (15.2.3) 
04 : 15-3 中 画 出 了 (15.2.2) 和 (15.2.3) 给 出 的 微分 截面 的 
” ” 肉 象 结果 . : 
42 在 ge 祥 1 时 ,两 个 截面 相合 ,是 有 
| 
da 2T72 6 
1 2 3 4 5 器 = 1 -2g’a’) {15.2.4) 


这 说 明 在 动量 转移 较 小 [ 距 元 较 大 ) 时 短程 上 的 散射 热 的 形 

状 并 不 重要 . 另 一 方面 ,在 动量 转移 较 大 时 ,高 斯 势 对 应 的 

散射 截面 的 下 降 速 度 比 汤 川 劳 更 快 , 由 于 高 斯 势 在 短程 上 比 汤 川 势 绊 , 这 个 结论 是 可 以 预料 的 

15.3 证明: 在 散射 的 满足 平移 不 变性 V(r + R})= V(x) 其 中 展 是 常 矢 量 时 ,除了 g'R= 
2r8{t 此 处 ”为 整数 ) 的 情况 之 外 ,一 阶 Born 近似 的 结果 为 0.* 


“ 话 E 过 :位 势 的 平移 对 称 性 vtr 十 R) = V(r) 导致 


图 15-3 


[evoer = eve RPr (15.3.1) 
在 (15.3.1) 式 的 右 端 敌 代 换 一 *r+ RR ,我 们 得 到 
feryer = [evaycr er (15.3.2) 
即 
ery are]g, =0 (15.3.3) 


等 式 {15.3.3) 在 下 列 条 件 至 少 有 一 个 满足 时 成 立 ， 


* 本 题 出 得 很 有 问题 ! 因为 满足 已 知 条 件 的 位 势 在 无 穷 远 处 不 为 0， 因而 根本 无 法 提 "“ 散 射 "的 问题 ! 只 
能 用 本 题 来 检验 读者 是 否 记 得 一 阶 Borm 近似 的 截面 公式 一 - 译 者 注 . 


1 
] 
EN ee | 
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15.4 


15.5 


ig 3 = 
I fe V(rgr=0 (g 任意 ) (15.3.4) 


H ee =14 :及 =2rr (- 为 整数 ) 
Born 散射 振幅 闫 (9g) 正 比 于 V(7) 的 傅 里 叶 变换 .除非 (415.3.4ID 式 满足 ,否则 严 {9g) 恒 等 于 0 此 即 
F(a) = Dd (下 R= 2rn) (15.3.5) 
上 


注意 到 散射 势 的 平移 不 变性 实际 上 相当 于 粒子 被 格 点 的 散射 ,满足 等 式 大, = 2xz 的 矢量 上 的 集合 
就 是 倒 格 子 [ 注 :对 侦 格 点 的 全 体 构成 的 集合 ].(15.3.41[) 说 明 散射 振幅 只 有 在 动量 转移 g 等 于 某 个 
出 格 矢 量 时 才 不 为 0. 这 个 结论 与 Bragg.Von Laue 散射 条 件 相 吻合 . 
应 用 Bom 近似 ,将 电子 在 球 对 称 电 荷 分 布 o(r) 下 的 非 相 对 论 微分 散射 截面 表示 成 被 
点 电荷 了 散射 的 微分 截面 (Rutherford 散射 ) 和 形状 因子 下 (的 平方 的 乘积 ,其 中 居 
为 动量 转移 .对 于 在 半径 RR 中 的 均匀 电荷 分 布 和 高 斯 型 电荷 分 布 ,分 别 计算 已 (大 ). 
2 解 4 六 ， Bom 近似 下 的 微分 截面 为 
df - 
dn dm 
其 中 户 是 非 相对 论 的 电子 质量 ,F 为 动量 转移 . 由 题 意 ,电子 被 一 个 能 用 下 式 给 出 的 卷 积 形式 的 妹 对 


ee V(r)dr : 


(15.4.1) 


” 称 的 位 热 V(r) = V(x) 散射 


V(r) =- | -2 er = (- a): (2) (15.4.2) 


(15.4.2) 右 方 的 第 一 项 对 应 于 Coulomb 相互 作用 , 它 给 出 ( 见 题 15.1)Rutherford 截面 . 这样 有 


det) - ($$) [er "on)Er| (15.4.3) 
Fk) 
对 于 半径 及 内 的 均匀 电荷 分 布 
3 
中 加 < R 
P(r) = | 可 (15.4.4) 
0D, r>0 


我 们 有 


下 全 3 rsin(kr)dr | = [RE 一 ratr)) | (15.4.5) 
与 之 类 似 ,对 于 高 斯 型 电荷 分 布 p(r)= -2 re ”得 到 


2 
F(RY) = A 


= [ze] (15.4.6) 


算 | sin kr)e” 


考虑 球 对 称 势 中 的 散射 . 苹 定 读 方 程 的 解 可 展开 成 $(;,9) 二 p31 (7)P,(cos9), 其 中 


R,(r) 是 径 向 波动 方程 的 解 而 P, (oosg) 是 ! 阶 蔓 让 德 多 项 式 ， 在 ”一 "极限 下 , 波 函 数 
的 渐 近 行 为 为 


$7,0), ~ e+ 3p(0)e™ (15.5.1) 
此 处 (8) 为 散射 振幅 . Ri(r 的 浙 近 行为 是 . 


sin( hr 一 5! + 6 | 
R{(r), A (15.5.2) 


此 处 8, 是 相 移 . (a) 利 用 (15.5.1) 和 (15.5,2) 将 A(8) 用 勒 让 德 多 项 式 展开 .(b) 证 明 总 
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15.6 


截面 为 
or = 每 21(21 + 1)sineB (15.5.3) 


i=0 
租 . (a) 波 通 数 的 渐 近 展开 由 (15.5.1 和 (15.5,2) 给 出 


sin(br -于 1 + 到 | 


PF) 一 ZA 一 人 一 有 (oos9) = 人 十 Tf) 《15.5.4》 
利用 e* 用 勒 让 德 多 项 式 的 展开 式 | 
et = eh 一 2 + Ti (kr )P, (Coosd) (15.5.5) 
我 们 得 到 
sr -下 | sin (kr 一 下 1+ 训 | 
Dn- ————P, (cd) = 2 (21 + 1)7 ( 这 ) ， Lf Pi (co80) 
{15.5.6) 
此 处 (0) = fiP(o089) .i 
I A ) + ie) = 2ikfer 
: (15.,5.7) 
I Ae™ + 0 
由 (15.5.7ID 得 到 A = (22+ 1 的 代 入 (15.5.7D) ,我 们 有 
f(9) = (ih) pol2! + 1) (es ~ 1)P, (oon0) (15.5.8) 
{b) 总 截面 为 
o= [1/(0) lan = 2 | Sor + De » ~ 1)Pi (cos0) | 
一 | dosg) (22 遍 证 
? Fl doos > + {27 + 1)(e De - 1)P. (cos0)P, (co0) (15.5.9) 
: _ 2 
由 ] ，d(cosg)Pr (cosg)Pl(eosg) = 275- 我 们 得 到 
or = Se +1)(2-e -ee 坊 ] 二 复 六 人 2 + Si 全 15.5,10) 
三 t= 


考虑 如 下 的 硬 球 势 ， 


0, r>r 
V(r) -1 


oo, reir 


&oro<t(a) 只 考虑 s 波 散射 ,计算 2 0) FE) dj 和 oy;(b) 写 出 1 =1 时 的 名 向 
薛 定 廖 方程 ,证 明 p 波 散射 的 有 下 式 : 


A| Sr — cos(kr)+a (Se + sin(&r) ) 


此 处 4 和 a 是 常数 ic) 由 xnafro) 的 渐 近 条 件 给 出 1《 电 ) .《d) 验 证 在 -+0 时 81(&) 一 
(kro) 和 OCR) EB EY). 


- 手 #E, ( 拉 r>mm 时 的 径 向 竹 定 请 方程 为 


中 
EA ED wr) =0 (x > 0) (15.6.1) 


Xutr) 一 


| 
， 
| 
| 
四 
: 
| 
和 
| 
' 
+ 
, 
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对 于 无 限 高 的 排斥 势 ,我们 必须 有 约束 条 件 zu (ro) =0.s 波 的 通 解 为 


Cosink(r — ro), rro 
Xn{r) = {15.6.2) 
0, r < ro 
由 定义 ,相称 58 人) 由 方程 的 交 近 行为 给 出 ,和 人) = 一 各 0 这样, 对 于 s 波 近似 
He = kle ogn(kro) 2 re wo 
号 = ksin (kro) 2 ri (15.6.3) 
gr 一 si (ker) a drr2 
{b) 由 (15.6.1),p 波 的 径 向 方程 为 
[号 +- 二 zlr) -0 (15.,6.4) 
其 通 解 为 {( 见 (15.18)) 
. Xu tr) = curj(kr) t+ dirmtlkr) {15.6.5) 
其 中 站 (各 ) 和 mm (kr) 是 球 贝 塞 尔 函 数 
ji(z) = 3 EE, n(x) = 2 - sa (15.6.6) 
由 站 =cif8 和 Aa = dik& 得 到 
ta (7) = A Sr) - os(ir) + a( Pr) 4 sn(1o) ) | (15.6.7) 
其 中 和 和 ae 是 与 r 无 闫 的 常数 ， 
《c) 由 115.6.7) 式 和 x (ro) =0 得 到 
cost kro) 一 sin(kro) 
a = AT - (15.6.8) 
Er 十 sin( kro ) 


Nil ( rp } 的 渐 近 行为 是 


Xi tr — AL- eosl kr) + asin(kr)] = Cisin(b 一 也 十 61) 


=0, [sin( 一 也)css 十 ccs (br 国 可 janal ] 


= Cicosé, [~ cos(kr) + sin(kr)tand] (15.,6.9) 
在 (15.56. 9 中 ,及 = ¢1 C0 ,a = tan8i . 利用 (15.6.8) ,我 们 有 


cos( kro ) 一 ro) 
tand (kk) = cost - (15.6.10) 
ho + sin( kro) 
(d) 对 于 kro<&1, 有 
sin(hro) se kro + Se ， csr ) 1 — 也 小 (15.6.11) 
.而 由 {15.6.10) 导 出 
tand (Kk) a 可 (kr 六 二 人 人) = 一 (和 (15.6.12) 


15,7 ”一 个 点 粒子 被 另 一 个 有 硬 芯 的 粒子 散射 ,散射 势 为 V(;)=0,+ >a 和 V(r)= 0,r< 
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a .散射 粒子 的 能 量 满足 ka =1.(a) 给 出 5 的 表达 式 并 填 人 家 15-1 内 (56, 的 单位 为 弧 
度 );(b) 只 考虑 1=0 和 !=1 的 分 波 ,在 散射 角 为 0 和 x 时 计算 微分 截面 dso/dD; (co) 只 
考 虚 1 =0 和 /=1 的 分 波 ,计算 总 裁 面 oj ;(d)oj 的 精确 程度 如 何 ? 


表 15-1 


拥 甸 (a) 硬 球 势 对 应 的 相 移 由 下 面 的 等 式 给 出 : 


_ jlha) 


tana = le, 015.7.1 
由 球员 塞 尔 函 数 的 表达 式 ( 见 数学 附录 ) 
ja(z) = WF, m(z) = 一 SE 
hs) = 3 ~ es, mn(z) =- SE -So 
jz) = js z) = (入 -二 oor -3 (15.7.2) 


民 人 z= 如 =1, 我 们 得 到 tan8o = 一 1.56,tan$, = 一 0.22,tan$; = 一 0.02, 填 人 表 内 得 


表 15-2 


《D) 微 分 截面 由 下 式 给 出 : 


种 = 去 | P+ De sind,P, (cos0) | (15.7.3) 
全 
对 于 + 一口. 和 大 一 上 1 


品 = 6 | sin8oesn + 3sin8ieii ens 有 | 


= 42 [sir 6, + Gsindo sind oost 60 — Bi)eosd + 9si Ocog 8] (15.7.4) 


代 人 8=0,x, 得 到 
缉 ,= a? |sin? 6 + 6sindosinbicos( 6 — $1) + gsin? 6, | (15.7.5) 
其 中 名 和 人 由 表 15-2 给 出 ， 
tc) 总 截面 由 下 式 给 出 : 
oy = 入 > {27 + 1)sin 8, {15.7.6) 
对 于 2=0,1 和 上 =a-! 
or = dna’ [sin’ Bo + 3sir 8, ] = (0.85)dra’ (15.7.7) 


(d(oO 中 结论 的 精确 禾 度 可 以 道 过 计算 1 =2 的 贡献 得 到 
ar Re (0.85+ 0.002)4ra: {15,.7.8) 
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15,8 考虑 一 个 深度 为 Vi。 的 球 方 势 阱 ; 


— Vo, r<a 

Vir) -| (15.8.1) 
0， r>a 

记 下 =wV 2mEli ,ko =v 2mVol 二 和 KK? = 上 二 和,(a) 对 于 低能 散射 (ka <1) ,计算 5 

和 581.4b}) 给 出 s 波 和 Pp 访 发 生 共 振 和 散射 的 条 件 .(c) 对 于 低能 情况 (ka<1,61 扫 全 护 1) 

计算 远离 共振 散射 时 的 总 截面 . 

. 解 巡  (a) 我 们 从 求解 径 向 薛 定 得 方程 出 发 


Es + K? -A | ze) = (r>a) 


和 
(15.8.2) : 
[B+ A 也 | ze =0 (r>a) 4 
此 处 x 站 和 x 外 分 别 是 ><e 和 >a 时 的 解 .xi? 和 x 全 的 一 般 形式 为 : 
i 
x = Arj(Kr) + Brn(Kr) | 
{15.8.3) 5 
x = Crp(kr) + Drn(gr) 
其 中 j 和 n, 是 球 贝 塞 尔 函 数 . 4 .BC 和 DD; 为 常数 . : 
jo(x) = SE, m(x) =— 全 
(15.8.4) 


jz) = Wt sz m1) = -~ EE Sinz 
J | 元 ， | 本 元 


| 
| 
册 于 径 向 波 函数 R,(7)=x( x)/r 在 原点 (>= 0) 处 正则 ,我 们 取 (15.8.3) 中 的 B, = 0. 这样 在 内 部 区 | 
域 (+ >a) 中 我 们 有 
: Ri(r) = Aj Kr) {15.8.$) j 
相称 上 现在 可 以 通过 计算 民 (7r)? 的 对 数 导 数 得 到 ( 见 (15.25) 和 (15.261) 


_ ia) — Yi》 
wd = Ete) — Hohe) 15.8.0) 


_ .将 (15.8.5) 中 的 RCr) 代 入 (15.8.6) 并 利用 (15.8.4) ,我们 得 到 


加 = Keot(Ka) -2 (=0 
了 ， 《15.8.7) 
加 经 
和 了 at a (~ 
对 于 !=0， 
k(t sin( ka) )- y, soke) 
tand, = 4 ene) emia) cos(ka) 15.8.8) 
(hay }+ hk 
在 极限 i 一 0 下 ,(15.8.8) 成 为 
2 
tand, ~ ha &1 (15.8.9) 
同 理 ， 
3 1— 
tand ~- 3 ha 1 (15.8.10) 


此 处 %% 和 为 由 (15.8.7) 给 出 ,注意 :除非 joa= -1 或 a= -2,3 和 人 在 kr0 时 都 为 0, 已 有 
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丰 < 二 并. 
(b) 共 振 散 射 就 是 相 移 变 得 非常 大 时 的 散射 .s 波 的 共振 散射 (4 避 和 1 =0) 由 (15.8.7) 和 (15.8.9) 给 
出 ,此 即 ,I+ yoa =0=Kacot( Ka)= 人 ,共振 条 件 为 


Ka = (2n 十 也 (二 12 (15.8.11) 


同 理 ,p 波 (ha<1,1=1) 的 共振 散射 条 件 为 2+ 7ia= 0F> Kacot{Ka)= 士 co ,此 即 


RE = HT (n= 1,2,..) 《15.8. 12) 
(c) 总 截面 为 
mr 入 244 TDsinm6 (15.8.13) 
t—n 


除了 yoa= 一 1 或 ya= 一 2 之 外 [ 见 (15.8.9) 和 {15.8.10)) ,5 和 6 在 >0 时 都 为 0. 由 于 总 截面 
的 表达 式 中 有 一 个 1/ 姑 因子 ,只 有 =0 的 分 波 对 于 首 截 面 有 贡献 [ 注 , 在 上 ->*0 时 们 .这样 , 对 于 远离 
共振 的 情况 (ka 所 1,5,< 才 5, 攻 1) ,我们 得 到 


4 _ drya _ | , tan( Ka) 7 
or sin do = TTF pay = ha (tte) {15.8.14) 


其 中 并 =w kt + (2 + 了 5 


考虑 题 15.8 中 的 位 势 . (a) 给 出 s 波 共振 散射 (如 入 1,7= 0) 对 应 的 微分 截面 djd0i 
(b) 给 出 p 共振 散射 (ie< 入 1 =1T) 对 应 的 微分 截面 dr1d9. 
:种 (a) 由 题 (15.8), 我 们 有 


加 Yoka’ 
人 了 十 you 


Yoa 一 Kacot(Ka) 一 1 


(15$.9,1) 


时 外 KK=Y 民 f= (和 ho (1+ 坟 ) 在 共振 点 附近 1+ Xa= 0,6, 的 值 并 不 小 .利用 
(15.9.1) 和 等 式 im? 56= 11(1+ co 六 ) ,我 们 得 到 


(ka) (yoay 


WO ay ta + CO Tea) (15.9.2) 


对 于 ka<&1 的 情况 ,将 yo(K) 在 = 处 展开 成 泰勒 级 数 


ay 


mm = mx 请 | (一 《15.9.3) 


此 处 K -如 = 去 (站)】 .应 用 (15.9.1) 我 们 给 出 Ka 的 领头 项 , = ao + Bo 如, 其 中 


ap = koonmt oa) = 一 


ha (15.9.4) 
0 & 
PB = 2k0 oe mi |~- 2 
由 此 
l+ ansltaovatAhak: = Roacott koa) 一 (ta) (15,9.5) 

将 (15. 9.5) 代 人 (15.9,2) ,我们 最 后 得 到 

d a: 

入 = rate tT (1 = 0) (15.9.6) 


其 中 ha&1, 名 = 有 oacot(koa). 在 共振 点 附近 | 名 | <<1,dajdn 在 名 =1 和 1=0 的 取 值 由 图 15-4 画 


让 


TET EEE ET A EC I EA ET EP ep 


Te 
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do/di2 
10 
0.6 
D4 
D2 
2 4 在 号 地 ia 
图 15-4 
(b) 由 题 15,8, 我 们 得 到 


2 2 


y KK 如 2 
12 TT- Kaoot(Ra} 


此 时 我 们 有 


sin 8 = 1 T 


2+ ra 
1+ [2 


9 
(ny 


此 处 2+ yia=0, 重 复 (a) 的 计算 ,我 们 得 到 
K=k + 二 (二)， JU) a ar + hk 
在 共振 点 附近 系数 a, 和 局 为 
il =— kotan( koa) 一 夺 
6 和 


由 此 得 


2 了 
+ Fi 站 =2+ on+pBak’ = hatan(hoa) ~ (a) 三 名 (ls) 


此 处 ha 安 1, | 名 | 二 1.p 波 共振 散射 的 资 献 为 


器 ne Osin: 6 


将 (15.9.8) 代 入 (15.,9. 12) 并 利用 (15.9.11) ,我 们 得 到 


de _ 9&4aseos QD 
= (~ 
tla- gy] 


15.10 应 用 Bor 近似 ,计算 中 心 对 称 场 中 的 散射 相 移 访 ， 


“者 镶 。 Bom 近 做 下 中 心 对称 场 中 的 散射 振幅 由 下 式 给 出 ， 


户 (9) =- 主 ,rsin(kr)U( rydr 


这 个 近似 在 势 场 足够 弱 时 成 立 ,此 时 所 有 的 相 移 8.<1. (8) 可 用 表达 为 


f°(0) = 1 Dal + De sin,P, (oc080) 


t=0 


。 + 


(15.9.7) 


(15.9.8) 


(15.9.9) 


{15.9.10) 


(15.9.117 


{15,9.12) 


(15.9.13) 


{15.10.1) 


(15.10.2) 


上 
! 
i 


站 


， 238 “ 
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或 简化 为 


产 (0 + 1)8,P, (oosd) (15.10.3) 
将 (15.10.3) 式 乘 上 P,{cos9) 并 积分 (应 用 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 关系 ) ,我 们 得 到 
[FC0)P, (cos0)d(eod) +t Fr 


与 (15.10.1) 上 比较 ,我 们 得 到 


+ 从 -- | "sine U(r)dr (coe doosg) — 下 ;2rr(r | sn 名 (各 pi (oos6)d(ors) 
=- 上 | FU rd | (15.10.4) 
这 说 明 , 在 所 有 的 相 移 都 很 小 的 情况 下 有 
8 = | UR (Rr)dr (15.10.5) 


| 
利用 等 式 U= 27V/ 息 和 ji(7)= (起 】 Ja(r), 最 后 得 到 


如 二 一 2 rVir)[ J tkr) J dr 《15. 10.6) 
对 于 位 势 VI7r)= YoRS{r-RR):(g 在 Bom 近似 下 计算 f(8) 和 dajdn ,并 分 别 在 高 
能 散射 和 低能 散射 的 情况 下 探讨 计算 的 可 行 性 ;(b) 计 算 与 Bom 近似 相关 的 所 有 相 移 
6.;(c) 找 出 散射 主要 是 来 自 于 s 波 散 射 的 条 件 , 计算 此 时 的 微分 截面 并 与 {a) 中 的 结 
果 相 比较 [ 注 :假定 V,>0]. 
解密。 (a) Bom 近似 下 的 散射 振幅 为 
f(D=- 去 [evar (15.11.1) 
其 中 A 是 粒子 的 质量 而 g= 中 一 此 为 对 应 的 动量 转移 . 对 于 球 对 称 的 位 势 ,角度 积分 总 可 以 积 出 
来 ,此 时 (15, 11.1) 成 为 
PK6) = -| rsinfgrJw(rjdr (15.11.2) 
将 V(r) = VoRSCr- 民 ) 代 人 (15.11.2) ,我们 得 到 
(0) = -2 sin( gR) {15.11,3) 
此 处 g =2Esin( 812) ,k= 四 
= | PP(O!: = si (gR) (15,11.4) 
i 人才 宙 和 名人 运用 此 
此 are v r')sinkr’ | < 1 (15.11.57 
在 本 是 中 ,适用 条 件 为 
2 ER | ansopp | «1 (15.11.6) 
我 们 来 研究 与 二 的 皮 值 相关 的 两 个 极限 过 程 
2pVoR _ 2 R 
1 天 
2uVR (15.11,7) 


2 
Ii mb (低能, &R < 1) 
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由 于 |sn(&R) | 达 1, | sin(&R)ER | 所 1 第 一 个 条 件 比 第 二 个 条 件 来 得 弱 . 等 式 {15. 11.71) 给 出 了 
Born 近似 在 高 能 下 成 立 的 条 件 . 等 式 (15.11.711) 给 出 了 Bom 近似 在 低能 近似 下 的 成 立 条 件 . 
我 们 由 (15.11.4) 和 (15.11.5) 式 看 到 ,在 低能 极限 (ka 一 0) 下 ,Born 散射 截面 是 各 向 同性 的 . 
(pb) 注 意 ( 题 (15.10)) 到 Bom 近似 要 求 所 有 的 相称 都 相对 较 小 (5sin5, 裤 1) ,我 们 得 到 


6 =— | rv (kr) Pdr =- ERY nkR)T {15.11.8) 
利用 贝 塞 尔 西 数 的 新 近 表 示 


I Jirn (Cx ) .om a er 一 nll2) 


a 
I Jirn {x} TY x DT 
我 们 将 重新 得 到 fa) 中 的 结果 (15.11.7) .将 (15.11.9D 代 人 (15.11.9) ,我 们 对 于 任意 的 fFR 得 到 


(15.11.9) 


[8 | < 1 (15.11.10) 


这 个 条 件 与 415.11,7I? 相 同 . 同 理 将 (15. 11.91) 代 和 (15.11.8) ,我 们 对 于 妇女 1 得 到 


neR? Vo 2 (RR) 


x T+ 1 (15.11.11) 


6 2 


而 6 冷 全 就 与 条 件 (15.11. 7I1) 相 合 . 

(中 由 (15.11.11), 我 们 得 到 在 恕 冬 1 时 ,30 裤 人 .这 个 结论 与 由 分 波 法 得 到 的 结果 相同 , 它 说 明 对 
于 有 限 力 程 的 势 散射 ,散射 振幅 的 主要 贡献 来 自 !< AR 的 分 波 , 此 处 RR 为 势 场 的 力 程 ,对 于 s 总 获 
射 应 用 (15. 11.11) ,我 们 得 到 


3 
6 esinal ~ (15,11,12) 
微分 截面 的 领头 项 为 
zt as 2 
de - 让 es = (15, 11.13) 


正如 前 面 的 讨论 所 期 符 的 那样 ,(15. 11.4) 和 (15. 11. 12) 在 极限 aR 一 0 下 易 合 .此 时 s 波 近似 和 
Bom 近似 都 给 出 与 角度 和 人 射 粒子 能 量 无 关 的 微分 截面 . 
一 个 质量 为 p 的 粒子 被 一 个 半径 及 内 的 球 对 称 的 排斥 势 散 射 


说， rr 和 RR 
Vr) = 
0， rr 之 有 民 


《a) 应 用 Born 这 人 计算 体能 情况 下 的 总 散射 共 面 ; (b) 应 用 分 波 法 重新 计算 or, 只 考 
上 不 s 波 的 贡献 . 


- 甬 话 ， (a) Bom 近似 下 的 散射 振幅 为 


产 (8) = 一 工 二 sinf gr)rdr = 一 | R) -| {15.12,1) 


g 4 gq 
在 吸 -0 时 ,我 们 得 到 各 向 后 人 性 的 截面 
六 2 上 
de =| (8)|? = eR (15.12.2) 
总 截面 为 
lr VER 
人 = [Ene = 一 光一 《15.12.3) 


(b) 在 E>0 时 考 虚 s 波 散射 足 儿 .为 了 计算 相 移 8 ,我 们 考 成 Xolr) 满 足 的 苹 定 刘 方 程 


* 259 。 


ep 
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[je MX》 = Asintkr + th), r>R 
LE + (EE - vo) | 8) =0 2x(7) = Bainh(ir VTVIE) -1), rR 
(15.12.4) 
此 处 让 = (2pE1 有 7) 下 ,Vo 安 E. 这 些 解 满足 边界 条 任 
XR) = XHR), x (R) = yo (R) 《15.12.5) 
此 即 
Asinh(£R + 60) = Bsinh(t KR) 
{en 8,) = Booeh( KR) (15.12.6) 
其 中 KK=[(CVOIE) -1] 人 ask(VojE) 忆 ,由 此 
tan( KR + 80) ~ (El Ve) tanh( KR) {15,12.7) 
由 六 裤 1， | 
60 = (Ef Vo) Ytanh( KR)— 
| 1 《15.12.8) 
万 (9) = 天 ceosn 
最后 ,总 截面 让 于 式 给 出 ， 
0 a ir 6 ~ 和 = 4xRz| 1 - mEE}] (15.12.9) 


注意 :(15.12.3) 和 (15. 过.9 只 在 力 程 非常 短 (&R < 女 1) 时 相合 .尽管 两 种 方法 都 能 导致 各 向 同性 的 
微分 截面 ,Bom 近似 却 是 不 满足 光学 定理 的 . 


粒子 被 位 势 VCr) = gj/r? 散射 ,g 是 一 个 正常 数 . (a) 写 出 径 向 波动 方程 并 给 出 其 正规 


” 解 ;(b) 证 明 相 移 由 下 式 给 出 : 


oH] 


(c) 在 散射 角 固 定时 给 出 截面 与 能 量 的 依赖 关系 ;(d) 在 2g1#?<1 时 计算 8 并 证 明 
微分 截面 为 


2 
de - 二 oot( 5 (15, 13.2) 


此 处 E 是 散射 粒子 的 能 量 ;(e) 利 用 Born 近似 计算 微分 截面 并 与 前 面 得 到 的 结果 比 
较 . 


:第 (a) 径 向 波动 方程 为 
这 
[B+ 二 Un) -LD [mtr) =0 (15.13.3) 


其 中 大 = Y 2pE1 直 ,UD=2pg1 拓 ,加 =RR(LD)YF = yw(r)YP . 代 人 已 知 的 位 势 ,我 们 得 到 


( 喜 +e- 吉 [加 + D]jw(n =0 (15.13.4) 
在 &=0 时 ,(15.13.4) 的 解 由 自由 球面 波 给 出 
六 (=M 和 (hr) ~ 2) (15.13.5) 


对 于 Rr)= xwlr 的 渐 近 条 忻 为 


TE me eet pe pe 


a 


i 


a hE ee 
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R Cr) sin( Er + if + 页 ) 一 Cr xi/2) (15.13.6) 


此 处 由 下 式 给 出 : 
10+D)= Xi+D+ (15.13.7) 
(b) 比较 (15.13.6) 的 两 边 ,我 们 得 到 
8 = 全 一 地 (15.13.8) 


其 中 i 由 二 次 方程 (15. 13.7) 解 出 


A++D+ 强 | =-- 诗 t/t+20+D+ 络 
=- 诗 角 V (1+ 地 ) + ,sign(+) =1 >0 (15.13.9) 


将 (15.13.8) 代 人 (15.13,7}) 可 得 (15. 13.,1). 
(c) 截面 由 下 式 给 出 : 


Tt 
i 
二 
ho| 一 


器 = 如 | > + Der sindP, (coe0)| (15.13.10) 
由 于 名 与 上 无 关 ( 在 本 题 是 这 样 的 ) ,我 们 有 
dr 


《15, 13.117) 


2 1 ll1 -— 工 :8 
Fi+ (| 2 (td {15.13,12) 
将 其 代 人 (15.13.10)， 
器 en 2 WO 


5 
有 
| 
Le 
+ 
| 一 
| 
i 
MT 
二 
| 
ee 
me 
十 
ko 
pk 
a 
[| 
尘 
ee 


=- 志 | 总 和 P (ot)| -2 | PP) (15. 13.13) 
为 了 求 出 级 数 的 和 ,我 们 利用 P (cosg ) 的 生成 函数 入 


__1 ., 1 
pe) 六 二 二 > SP, (one0) = Zn {15.13.14) 


这 样 
do 本 0 1 : 
dD pT EE sn (O72) (15.13.15) | 
应 用 dn 二 sinddfd$, 最 后 我 们 得 到 : 
de np 
二 De (15.13.16) 


它 与 (15.13.2) 相 合 . 
(在 Bom 近似 下 ,散射 振幅 为 


， 262 量子 力学 
= 一 [gq = 2ksin(8/2)] (15.13.17) 
这 样 
-| (9 及 | = 本 二 (15.13.18) 


与 (15.13.15) 相 合 . 由 于 所 有 的 相 移 都 很 小 ,这 个 结果 是 可 以 预料 的 ( 见 (15.27)). 

15.14 计算 粒子 被 一 个 完全 吸收 球 散 射 时 的 总 截面 . 
:前 乒 带 有 吸收 的 淫 射 过 程 能 够 用 引 人 复 数 散 射 势 来 唯 象 好 描述: V(r) = Vi -iiVi， Viz0. 
这 样 ,我 们 得 到 复数 相称 8 = 名 +i 坟 ,这 样 | 5 | = |e | 委 1 此 处 1 | =0 对 应 于 完全 吸收 的 情况 
《注意 , | 5 | =1 对 应 于 实 的 相 移 ,此 即 无 豚 收 的 情况 ). 引 人 复数 相 移 后 总 截面 被 分 成 分 别 由 下 式 给 


出 的 两 部 分 : or 一 Ga 十 ga 

= 妆 记 (22+2)|1-s|? {15.14.1) 
和 * 

tl] (15.14.2) 


t=0 


注意 到 对 于 有 限 力 程 a 的 位 势 , 有 ” 


Ht > (Ma) 6 =0-*5=1 {15.14.3) 
在 本 题 中 . 
f =0, 10+1) < (kay 
(15.14.4) 
ss=1, +1) > (ha) 
定义 L{L+1)= (kha)? 并 将 (15.14.3) 中 前 5 代 回 到 (15.14,1) 中 ,得 到 
了 
ga = tus = 丰 疡 《24 + 1) = LL +1)= 让 (ia = az 《15.14.5) 
最 后 有 
or 一 2na” (15.14.6) 


这 个 结果 是 经 典 结果 的 两 倍 , 却 是 硬 球 散 射 结果 的 一 半 

15.15 两 个 He 离子 互相 散射 .离子 之 间 的 相互 作用 为 Coulomb 相互 作用 ,离子 的 核 自 旋 为 
0.(a) 号 出 质心 系 中 的 散射 振幅 ;(b) 计 算 总 自 族 为 0{ 单 态 ) 对 应 的 被 分 截面 ; Cc) 对 于 
总 自 旋 1 的 三 重 态 ,重复 (b) 中 的 工作 ;(d) 对 于 非 极 化 离子 系统 的 微分 截面 是 什么 ? 
- 解 才 (a) Coulomb 相互 作用 的 散射 振幅 为 ( 见 题 15 19) 


A 0) = FRR -In bain (O02) +ikt2tg0 【15， 15, 1) 


此 处 mmr i) /一 名 是 约 化 质量 ,t=V 3pE7R,Z=Z -1. 


tb) 由 于 核 自 施 为 0, 两 个 离子 是 全 同 Fermi 子 (每 个 才 带 有 由 电子 贡献 的 112 自 旋 ) 如 果 痊 自 旋 为 
0, 系 统 处 于 反对 称 自 旋 态 ,轨道 波 函 数 是 对 称 的 


* 原著 对 这 两 个 公式 的 导出 没有 做 任何 解释 ,实际 上 ， 这 两 个 公式 在 前 面 并 未 给 出 .原因 是 原著 前 面 得 到 
的 截面 的 分 波 展 开 公 式 (15.21) 是 在 人 射 球面 波 和 出 射 球面 流 的 流 强 痪 同 的 冰 人 性 散射 的 情况 下 导电 的 而 吸 
收 过 程 是 典型 的 非 弹 性 散射 过 程 ， 

需要 把 (15.21) 改 成 在 非 弹 性 散射 情况 下 也 适用 的 公式 ,严格 的 分 析 表 明 { 见 标准 教科 书 ) 只 需要 将 
(15.21) 中 的 e 交 改 成 模 不 一 定 为 1 的 复数 5, 就 可 以 了 ,这 样 我 们 可 以 得 到 (15. 14.1) 和 (15. 14.2) 一 一 译 者 
注 . 


. 这 实际 上 是 分 波 法 的 适用 条 件 在 非 阐 性 散射 情况 下 的 推广 .读者 可 将 其 当做 一 个 附加 假定 译 者 
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一 2imlnt anf Bf2)} 一 zlnfcoet 出 2) [2 
已 已 


smnrgf2) ccs: (06/2) 


2 
nn 


ro 2 
(加 = 1/(0) + Fr- 有 = 二 


ni 1 1 2eos[ nintar (8/2)] 
438 co (Of2) gy | (15.15.2) 


(c) 与 (区 中 前 讨论 类 似 , 只 不 过 此 时 自 旋 波 函数 是 对 称 的 而 轨道 波 函 数 是 反对 称 的 


da 1 sn 1 1 2eos[ nlntan (8/2)] 
(名 ) = 1f(0)- f(r- 0)| = re to (0) sm (Of oce (O72) | 
(15.15.3) 


(d) 对 于 非 极 化 离子 流 , 总 自 旋 为 0 的 概率 为 114, 总 自 旋 为 1 的 概率 是 314 这样 


机 Ta 3rdo VY! 
将 (15,15,2}) 和 (15,15.3) 的 结果 居 人 后 得 到 
da nn 1 1 cosl nln tan (8/2)] 
访 = 各 | " po) sin (9/3)o0 C07) | (15.15.5) 


注意 :在 低能 极限 下 ;>1,(15.15.5) 与 经 典 结果 差别 很 大 . 
两 个 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒 子 之 间 的 相互 作用 夯 为 
V(r)= V(r)[(3)1+ loy]( 此 式 中 应 为 矢量 ) 
此 处 o 是 泡 利 祭 阵 而 1 是 自 旋 空间 里 的 单位 算 符 ( 见 第 七 章 ). V{r) 由 下 式 给 出 ; 


让 2 
—-—, < 
Vr) -| der 《A = 3) 
0, r>R 


(a) 将 算 符 [(3)1+ ci as] 作用 到 单 态 和 三 重 态 上 我 们 分 别 得 到 什么 结果 ? (b) 两 个 


粒子 在 KR<1 时 发 生 低能 散射 , (4 二 V (2pE1#5)) .对 于 总 自 旋 :二 0, 对 散射 振幅 (和 
截面 ) 有 决定 性 的 贡献 的 相 移 是 什么 ?《c) 在 ; =1 时 ,这 个 有 决定 性 的 贡献 的 相 移 是 
什么 ?《d) 在 极限 kR<1 时 计算 (b) 中 的 相 移 和 截面 ;(e) 在 极限 kR<1 时 计算 Cc) 中 
的 相 移 和 截面 ;(f) 对 于 非 极 化 粒子 流 , 计 算 对 应 的 截面 . 
-蔬果 (a) 系统 的 总 自 放 为 S45/2, 其 中 a= oi + 60. 这 样 
f=0+o+t+2g :go {15.16.1) 
由 泡 利 移 阵 的 性 质 
df= gr 0 = ol, = (3)1 (15.16.2) 


及 其 中 = aa oa = (3)1 对 于 单 态 | 单 态 )=0; 利 用 (15.16.1) 我 们 得 到 
(ol oz) | 单 态 ) = 地 (0 - 3 - 3)1| 单 态 》- - (3)1| 单 态 ) 。 ，(15.16.3) 
对 于 三 重 态 o | 三 重 态 ) =8| 三 重 态 . 同 理 可 得 


(cl oz) | 三 重 态 ) = 方 (8 -3 - 3)1| 三 生态 )》 = 1| 三 重 态 ) (15.16.4) 
最 后 我 们 有 
I [3)1+ mg]| 单 态 ; = (3-3)| 单 态 ; = 0 
HH [3)1+ or 031| 三 重 态 ) = (3+1)| 三 重 态 ) = 4| 三 重 态 ) 


(b)》 对 于 总 自 施 *=0, 系 统 处 于 反对 称 的 单 态 .由 于 总 波 函 数 必 须 反对 称 (Fermi 子 ) ,轨道 波 孙 数 必 
须 是 对 称 的 .一 般 来 说 ， 只 有 偶数 阶 的 分 波 对 对 称 的 轨道 波 画 数 肌 献 . 在 V=0 的 情况 下 ,所 有 的 
相称 必须 为 0， 


《15.16.5) 
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(ec) 对 于 总 自 旋 *= 1 ,系统 处 于 三 重 态 之 一 . 自 旋 波 函数 是 对 称 的 而 轨道 波 函 数 必 须 反对 称 ,这样 具 
有 背 数 阶 的 分 波 有 贡献 .在 AR<1 时 ,主要 的 贡献 来 自 相称 力 . 
(由 我 们 来 对 ;二 0 的 单 态 计算 相 移 6,. 径 向 波 函 数 Ry (r) = x {rir 由 求解 下 面 的 方程 得 出 


[i -v+|w) =0 (15.16.6) 
在 (15, 天 .的 中 令 了 =0, -0 可 解 出 Ro(r) 
Ru(r) = Sb) i (by) (15.16.7) 
Xo 的 对 数 导 数 为 
= 访 | = hoor( RR) -于 =— (15.16.8) 


这 里 已 经 用 到 了 等 式 j6(z)= -jz) 由 于 Y=0, 我 们 期 待 所 有 的 相称 都 为 0. 特别 地 ,我 们 可 以 直 
接 验证 


_ RjoCRR) — Yojo(kR) ~ Rj (KR) — ki (RR) 加 
Wn6o = Em (ERY TomotRR) -CR ymtiRj -0 (15,16.9) 


和 (og) =0. 
(e) 对 于 s=1 的 情况 ,主要 贡献 来 自 训 . 特 [=1 和 V=4V(r)=?jjg?( 见 (15.16.2) 和 (15.16. 
5)) ,代入 (15.16.6) ,我们 得 到 


fF 22x 
[ 训 - 襄 + 做 直 + 尼 war) =0 (15. 16. 10) 


此 时 我 们 得 到 Ri {r) = Riotr) = 加 (RR) 和 Xi 二 7o. 相 欧 61 为 
RCRR)— Yj (RR) 


| tand 三 Eni (RY) ~ yn CARY (15.16.11) 
在 极限 名 一 0 时 ， 
jbtz)}2= 1 -者 jitx) = 椰 ， mr) 一 1+$2, T(x) 心 序 ， nL (x) A+ 入 
(15, 16. 12》 
将 R 心 一 ( 雪 j3 代 和 (15.16.11), 得 到 信心 十 (ER) 1.6, 对 应 的 散射 振幅 为 
f(D) = ee Sin Pl (cosd) (15.16.13) 


在 反对 称 化 后 我 们 得 到 
( 蕊 ) = 19) + fr- 0)|? = |27F(0)|? = in ,co 0 {15. 16.14) 


最 后 令 sind tand, ,我 们 有 


de 全 
($e) = RR) (15.16.15) 
(了 非 极 化 流 对 应 的 散射 截面 为 
d 1 ™” 3/dYy! 
dn = 去 (器 ) + 部 ( 吕 】 = 守 R2(A) {15. 16.16) 


考虑 两 个 质量 为 m 的 无 自 旋 全 则 粒子 的 散射 . 相互 作用 势 与 两 个 粒子 之 间 的 距离 > 


相关 , 且 由 下 式 给 出 ; 


m/l 1Y 
ro -1 4m (+ | "< (15.17.1) 


0, ” 祈 民 
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Mr TEE Te A a 


一 ce La rp er: 
I™ me Te PT 


ee 


Cr 


第 十 五 章 ”散射 理论 


“ 265 * 


此 处 R<a 是 常数 ,(a) 在 低能 极限 下 计算 相 移 8 


妇 尺 二 < 刀 1 = 2 (15.17.2) 


此 处 瑟 是 质心 系 中 的 能 量 而 是 约 化 质量 . (b) 计 算 总 截面.(c) 对 于 处 于 单 态 的 两 个 
自 旋 为 1/2 的 Fermi 子 重复 上 面 的 计算 . (d) 对 子 非 极 化 的 自 旋 1/2 的 Fermi 子 ,计算 
总 截 而 . 

解 :E ， (a) 两 个 质量 为 m 的 全 同 粒 子 的 约 化 质量 为 p= mj2. 记 


LT 1 
一 责 +T 一 上 至 -Yor 所 只 
V(r) -| Bp (x a ) " (15.17.3) 


0, 六 六 及 


并 定义 如 下 的 常数 : 


22(E+ Vo) _ t+ 了 


, + 工 ) ,和 = 部 ( 去 + 工 ) (15.17.4) 


政 = 
我 们 得 到 ( 见 题 15.8) 


tang。 = 一 {ER < 1) (15.17.5) 


其 中 为 由 X= Keor( KR) -去 给 出 ,将 7 代入 (15.17.5) 后 得 到 


tand, (k) =— KR + 让 tan(KR) (15.17.6) 


在 (15,17.2) 的 极限 下 ,K 一 &". 此 时 


KR—iR~ 有 (1+ AE )， 让 (1- 用 )， tan(KR)~vtan[ 子 (1+&) ]~-&& {15.17,7) 
在 (15.17.6) 中 保留 £R 和 有 ja 的 领头 项 ,得 到 
anp 一 让 | + 二 苹 - 二 ] {15,17.8) 
这 里 由 Rja&1 可 导出 tan6o = -2&1 
(b) s 小 近似 下 的 散射 振幅 为 
fn(0) = Fe sing, (15.17.9) 
对 于 无 自 旋 全 同 粒 子 ,散射 振幅 是 对 称 的 .微分 截面 为 
doe = | (0) + fl Ol? = 言 sin? (15.17.10) 
将 56 代 人 到 $= - (2iajfx 中 并 对 dn 积分 后 得 到 
m0 = 名 az (15.17.11) 


(ce) 对 于 处 于 自 施 单 态 的 Fermi 子 , 轨 道 波 函 数 是 对 称 的 .这 样 (b) 中 得 到 的 结果 并 不 改变 
(C00) = a (15.17. 12) 
(d) 对 于 自 族 为 1/2 的 非 极 化 Fermi 子 , 自 族 取 0 的 概率 为 114, 自 施 取 1 的 概率 为 34 
mo = 译 (50) (oo) (15.17.13) 


由 于 s=1 的 较 道 波 汕 数 是 反对 称 的 ,6 没有 贡献 ,(o,)"! =0. 由 此 


1 ， 
m 一 下 (oo = 这 (15.17.14) 
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15.18 一 个 质量 为 mj ,速度 为 w 的 粒子 与 一 个 质量 为 m, (ms > m1 ) 且 在 实验 室 系 里 静止 
的 粒子 发 生 非 弹性 散射 . (图 15-5) ,并 变 成 两 个 质量 分 别 为 m; 和 sx, 的 粒子 ,m1 十 
m2 三 13 十 m4. 在 散射 过 程 中 ,有 m1 + mz 系统 的 内 能 QQ 转化 成 为 mi + m4 系统 的 
动能 , (a) 给 出 mx; 在 质心 系 和 实验 室 系 中 的 散射 角 8 和 i 之 间 的 关系 ;(b) 丝 出 质心 
系 的 截面 det9)/d0 和 实验 室 系 截面 do (8)1dn 之 间 的 关系 . 
解 有 (a) 由 质心 系 的 定义 和 动量 守恒 定律 ,我 们 得 到 
人 四 (15.18.1) 


和 2 
得 3 人 1 = Ri4U 2 


同 理 , 由 质心 系 中 的 能 量 守 恒 
{15.18.2) 


其 中 二 是 质心 系 中 的 内 部 动能 , Q 是 散射 中 系统 机 械 能 的 增 量 . 令 mw = - V,w = 一 V, 此 处 V 
是 质心 系 相对 于 实验 室 系 的 速度 ,我 们 得 到 


PI1 iat) 
= ml 下 mi TV 三 mi ma {15,18.3) 


由 于 质心 系 里 的 总 动量 为 0, 我们 有 wcosB = wcos9 + 台 和 asings = onsing 这样 


sinh sing 


ant = cg Vo = my (15. 18.4) 
其 中 y= Viw'. 
《b) 由 (15.18.1) 和 (15.18.2}) 得 到 
mm 2 
1 (15.18.5) 
Eb -于 2 二 全 2 人 _ ml ta vy 
E+Q mm\mtm iv (ml + mY ms ve (15. 18.6) 
由 于 
2 VV _ mm FE 
Y= vw ~ pam E+G (15. 18,7) 
两 个 参考 系 的 截面 之 间 的 关系 为 
旦 I _ COM 
( 跨 ) sapabat =- (GE) snpdedy (15.18.8) 


由 geY = 有 > 和 [115.18.4) 得 到 


15.19 
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oe 0 = (Cos0 + 7) 
sint dh (1 + 2yco0s8 + YY = |1+ ycoed |sinddg 
这 样 我 位 有 
deo _ (+2y0080 + 7 /do 24 
(器 1+ yeesg] (中 ) (15. 18.10) 


(a) 在 抛物 柱 坐 标 下 写 出 带 有 电荷 Ze 和 Ze 的 两 个 彼此 之 间 有 Coulomb 相互 作用 的 
粒子 的 苹 定 泡 方程 ;(b) 将 菲 定 启 方 程 的 解 写 成 下 式 : 


u(é,n) = ev(E,n) (15.19.1) 
证 明 对 于 出 射 波 wv($, 7 在 极限 ”一 c 时 不 依赖 于 坐标 wo;(e) 将 V(E) 展 开 成 合流 超 
几何 函数 并 找到 其 在 原点 附近 的 正则 解 ;(d) 计 算 微 分 截面 并 证 明 其 与 Rutherford 截 
面相 同 . 
. 锯 牙 (a) 质心 系 中 的 莅 定 亩 方程 为 


[- 大 V+ Ze | = Euntr) (15.19.2) 
其 中 EE= 直上 /2p,p 是 约 化 质量 . 在 抛物 桂 坐 标 下 
Em (1 -0000) = rz 工 = nooesg 
了 = r(1 tooeg) = +z， 43= esing (15.19.3) 
8 = z = 六 (9 一 上 
拉 普 拉 斯 算 罕 为 
4 3 9 加 可 Ea 
MACE A (15.19.4) 


由 此 ,(15.19.2) 能 写成 下 式 ， 


4 [ar 2 1] 严 2 
AGE ACE A A 
(b) 由 和 解 的 方位 对 称 性 我 们 得 到 & = nat&, 四, 在 极限 roo 时 出 射 波 有 + -ew* 的 形式 .因此 有 
外 (四 = otr rt se) ev(r 2) = eof (15.19.6) 
等 式 (15.19.6) 给 出 如 下 形式 的 分 离 变量 解 
{En) = Ev(£) = ete id) (15.19.7} 
《ce) 将 (15.19.7) 代 入 (15.,19.5), 苹 定语 方程 变 成 u(&) 满 足 的 方程 
egy +(1 -ibe) -ny = 0 ("= 弧 F) (15.19.8) 
此 方程 具有 下 式 ， 
z+(5- Eap=0 (15.19.9) 


其 解 为 合流 超 几 和 何 函 数 F(a,5,z), 其 中 z=ik&,a= -in,5=1 
v{é) = AFP(- im,1,iAE) 【15.19.10) 
在 原点 处 正则 的 解 F(a ,5, x) 的 新 近 行 为 为 


Fe >TO) + eb)) 和 


a 
[2 站 他 


7 (1+ Qa) -ea)),..] 


(15.19.11) 
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代 人 z=i 妈 ,a= -in,5=1 后 我 们 得 到 


vO) A i [er + £.(0) Leeme | (15.19.12) 
其 中 
£09) = 中富 Je ro (15.19.13) 
由 此 
tr FA ye + £(0) 二 sa] (15.19.14) 
(d) 注意 ! & 不 具有 下 面 的 形式 ， 
arre er + £00) (15. 19. 15) 


这 基因 为 Coulomb 势 的 下 降 速度 还 不 够 快 .不 过 我 们 仍然 可 以 将 截面 公式 推广 到 这 一 情况 “ .于 是 
我 们 有 


d 2 天 
入 =|A9)| ”Aa Co) (15.19.16) 
这 就 是 着 名 的 Rutherford 公式 ， 
质子 -中 子 散 射 振幅 由 下 式 给 出 ; 
RD = (8 | (A + Bar oN)| EY (15.20.1) 


其 中 A 和 B 是 “常数 "[ 注 ;A 和 B 只 要 不 是 自 旋 空间 的 矩阵 就 行 了 ,还 可 以 与 空间 举 
标 相关 . ] ,a 是 泡 利 矩阵 , | | 6),| 6 让 是 系统 的 自 旋 初 态 和 末 态 ,| 8), E+， 
ty) | 二 ,一 n) ,| 一 ,+w),| -+w)j ta) 计算 在 全 部 16 种 可 能 情况 下 的 散射 振 
幅 ;(b) 构 造 | + 》y 一 | + 和 | + Ww 一 | - >w 对 应 的 微分 截面 ,假定 探测 器 无 法 分 状 
质子 的 自 旋 ;(e) 计 算 下 列 散射 截面 : | 单 态 ) 一 | 单 态 ), | 三 重 态 ) 一 | 单 态 ), | 三重 态 ， 
一 | 三 重 态 ). 

入 (g) 算 符 w- 让 =otar + ater + ter 分 别 作 用 在 质子 和 中 子 态 上 .例如 


tl ,tttA + Be 内) 并 + 和 | tn = A+ BC+ | +》 (+| wo, | +)w + 


《| od tt lao | tw + Ct iwoe| tnt+ | | +),) (15.20.2) 
由 ce| +)=| 一 ,0,| +)=i| 一),o.1+)=| +》 和 自 旋 态 的 正 交 性 (+1- )=0 得 到 
《+ ,tntA+Be or)| +),| + = A+B (15.20.3) 
同 理 
人 + Ctla(A+t Bo oo)| +), -= 了 [| t+ | a | -+ 
tial +yt lo | -+t tlo + =] =0 (15.20.4) 
全 部 16 个 可 能 的 结果 在 表 15-3 中 给 出 
囊 15-3 


‘+ 1+ ls 


-| ,tly 0 28 0 
(+ 0 0 
《| ,~ | 0 


* 请 参看 标准 教科 书 中 的 相关 讨论 一 详 者 注 . 


nr 
- me | 


TE Ci 


ro 


和 


pm 
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、(b) 我 们 考虑 人 射 的 质子 处 于 一 般 的 自 旋 态 <| + 》, + 81 一 ); (| al”+ |81 = 了 的 情况 .由 于 探测 
给 无 法 探测 到 来 态 质子 的 自 旋 ( 不 后 自 旋 的 贡献 不 相干 ) 


do 
( 若 ) 
其 中 f: 分 别 对 应 于 质子 末 术 处 于 | 上 》) 时 的 贡献 .应 用 家 15-3 中 的 结果 ,对 于 过 程 | + yw-> 
| ~-)w( 这 晓 原 文中 的 右 矢 中 油 个 者 是正 号 ) 我 们 得 到 


= [六 全 + 六 | (15.20.5) 


| ov 人 


六 各 十 也 0 多 & 
| | | j= (15.20.6) 
六 0 A-Bilp RB 
由 此 
lIA+B|: 0 a 

ds a + 人 由 本 

05 = (a jam |- 8 ) 站 

( 蝇 ) Bl) 0 [A- BI :B 


=lal:lA+BI+1p1 |A- Bl 


假定 人 射 质子 非 极 化 一- 即 认为 在 初春 中 质子 处 于 | + ),。 和 | - 》, 中 的 概率 都 为 1 有 2. 将 代 和 人 
《15.20,.6) 我 们 得 到 


a 1 _ 
(器 ) ,1 = ar tla- BI) lA +IBl: (1s.20.7) 
此 结 轩 能够 写成 
()| ,| = 方 (MI'M) (15.20.8) 
这 个 结果 对 于 自 旋 1/2 的 非 极 化 粒子 都 成 立 .对 过 程 | + yw 一 | - yw 应 用 (15. 20.8), 将 (15.20.6) 
申 的 第 阵 M 改 成 
间 "| 站 站 
= 三 M {15,20,9} 
A 0 0.l8 有 
这 立即 给 出 
ad 1 
($8) = (0+4B)=2|B) (15.20.10) 
te) 考 瞄 处 于 自 旋 为 0 的 单 态 中 的 系统 
记 ，- 工 1 
| 单 态 》 a +),| -Dy 一 | ,| tn) {15,20.11) 
由 此 ,散射 振幅 为 


f | yg: | pe = 言 (fly 一 六 ,一 | 及 -12 十 站 -2 


1 
=3tA-B-2B-2B+(A-B)]=A-38 (15.20. 12) 


如 果 注 意 到 在 单 态 和 三 重 态 中 算 符 mw "wm 的 水 征 值 分 别 为 -3 和 1， 我 们 就 可 以 省 略 大 量 的 代数 演 
算 


(ov * op)| 单 态 ) = - 3| 单 态 》 


(ov ' op)| 三 重 态 ) = | 三 重 访 》 【15. 20. 13) 
散射 振幅 为 


了 ( 单 杰 一 单 态 ) = 《 单 态 | [4 + Bov + a,)| 单 态 ) = A- 组 
三 重 态 一 三重 态 ) = 《二 重 态 | (A + Bow .an )| 二 前 看 ) = 4 二 
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了 ( 单 态 一 三 重 态 ) = {三 重 态 | (A + Bow oo)| 单 态 ; = 0 


(15.20.14) 
散射 截面 为 
do 加 2 
(18) ,sv -14-38| 
de = 2 
( 狐 ) =|A+B| (15. 20. 15) 


考虑 一 维 定 态 埠 定 刘 方 程 , V(x ) 关 0 只 在 | x | <xo 时 成 立 . (q) 证 明 对 于 薛 定 齐 方 程 
的 任意 解 ,概率 流 都 是 一 个 与 位 置 x 无 关 的 常数 ;(b) 波 函数 的 渐 近 行为 可 以 写成 下 
式 ; 


(rx) = ee + Bev,xr -zo 
{15.21.1) 
p(x) 一 Ce + De — ,x >+ To 
其 中 A、B、C.、D 是 与 散射 矩阵 S 相关 的 复 常 数 : 
B 和 A 
l= sl 
C D 
证 明 S$ 是 西 矩 阵 . 
和民 捷 ，。 (a 定 态 攻 定 户 方程 为 
-vg+t(V- ES=0 (15.21.2) 
由 于 V 入 都 是 实 的 ,# 同样 满足 共 轮 方程 
-起 vy +{(V- Es =0 
将 这 些 方程 分 别 困 上 #8* 和 并 相 减 ,得 到 
»" (- vg + 【有 一 E)#$)- (- 让 zf + (VE)$" )s 
2 
= Fp vg- (V8)$) =0 (15,21.3) 
或 即 
i$) -70 (15.21.4) 
此 部 
Ys) -oj(a) = st [# 和 |] (15.21.5) 


《b) 在 前 一 段 中 我 们 已 经 证 豚 了 对 于 定 态 巷 定 诅 方程 任意 的 解 $ 对 应 的 概率 流 守 昼 并 与 x 无关. 对 


于 zw 一 co， 
ey, =(A'e “+B'e")(ihAe” -这 Be “)- (As +Be ww)(-ikA'e w+igaD' er) 
=2ik(| 4|*- 18) (15.21.6) 
即 
严 = 轻 (AP -|B1?) (15.21.7) 


同 理 ,对 于 z-~* + oo 
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fn = (| Cl? -1 Dp’) (15.21.8) 
由 流 守 和 但 五 三 不 得 到 
Ia|l* -lB|l? =|c|:- pl'=1B| +|cC| ?=Al:+|D|? (15.21.9) 
这 说 明和 矩阵 $ 是 丁 抑 阵 
SS=1 (15.21.10) 
补充 习题 


15.22 一 个 质量 为 mi 的 粒子 被 一 个 在 实验 室 系 里 静止 的 质量 为 ma 的 粒子 弹性 散射 , (a) 给 出 mm: 在 质心 
系 和 实验 室 系 内 的 散射 角 之 间 的 关系 ;(b) 给 出 sx 在 质心 系 和 实验 室 系 内 的 散射 角 之 间 的 关系 ;(c) 
在 下 列 条 件 下 ,实验 室 系 中 mi 的 散射 角 的 取 值 范围 是 什么 ? 

mi fm i mlm = 1 (mm ) >1. 


答案 

(a) tang: =T Ss (0<0<r >tangs >0+0<0, < ); 
sing _ |， 一 221 1 

(b) tant, = 和 (= 中: 


rpm ee te 


(e i ye 1 0 riiy= 1-*0, = 了 ~0<bs< 李 这, > OE = arcsin( 1/Y) 


15.23 一 个 质量 为 m, 的 粒子 被 一 个 在 实验 室 系 时 静止 的 质量 为 mw, 的 粒子 弹性 散射 , (4) 对 于 粒子 m, ,给 
出 在 质心 系 内 的 散射 截面 de(8,#)/dr} 和 实验 室 系 内 散射 截面 doo (二 ,bidn 之 间 的 关系 ;(b) 假 定 : 
mi = ma -给 出 实验 室 系 里 mi 的 微分 截面 , 假定 已 经 给 出 了 质心 系 中 的 微分 截面 ;{c) 计 算 (b) 中 的 总 
截面 ,并 验证 总 截面 与 参考 系 选 择 无 关 . : 


答案 : 
(0) dm I+ +2y0080)’? do (r=) : 
dn | 1+ ycos | dn0' ii ’ 4 


(has 和 = dcosdo 斩 SL 0 SS :0 bx): 


oe do 一 把 广 cosgusingude， | dp =o 


15.24 证 和 有 方 用 性 RE 
答案 de/dm= | (9)|?. 
15.25 应 用 Femmi 金 律 计算 一 个 粒子 (质量 为 m ,能 量 为 E) 从 初 态 | 请) 到 未 态 | py) 的 所 迁 概率 密度 (单位 


时 间 内 ). 证 明 堆 而 do1d0 = 到 ( 记 ，pr)j， 其 中 研 是 肝 迁 概率 黎 度 ,7 是 并 率 流 密度 ,/ = ( ) 


{ce) vo 二 


W 二: ,与 Bom 近似 的 结果 相同 . 
15.26 考 虚 位 势 六 = -Vo,r 扩 a;V 一 0,r>>a., 证 明 其 s 束 缠 态 {1 0,EE<0) 满 足 量 子 化 条 件 ;tan( Ka) = 
一 KK 上 ,其 中 


1 [Fp 
K? = (k + A ),ko= (4 ) ,= 次) 


15.27 证 明 题 15.26 中 s 波 的 散射 相称 (1=0, EE=0) 为 训 =&(k) kro ,其 中 Ka = +(Kik)tan[ E(k)]. 
18.28 给 出 题 15, 26 中 低能 共振 散射 Ga<&1) 的 条 件 并 证 明 在 共振 点 附近 


da, 1 
A 
dn E+ Rlcot (kad) 


15.29 考虑 位 热 WW= - Yo:r<aiVy=0r>a'fay 证 明 对 于 4 = 2&sin( 912) ,散射 振幅 (9) 为 


“272 


基 子 力学 


fF(0)= 2 (eR - Roost Rg) ) (15.29.1) 


(b) 证 明 在 极 很 Re<i 下 ,微分 截面 是 一 个 与 上 和 8 都 无 关 的 常数 ; 
(ce) 考虑 位 势 V(r)= B8tr). 用 Bom 近似 计算 微分 截面 .给 出 常数 吾 使 得 (bj 和 (中 的 结果 相合 . 
答案 


(Ce) 0 fiB = VoR: 
考 虚 位 势 V= - Vo,rsaiy=0,r>a. 给 出 为 = 的 条 件 . 
答案 


.kaltan(ka) = ka;k=v 2 了 9Vo1 天 . 


15.31 


15.32 


15.33 


15.34 


导出 光学 定理 om = 4xlm 帮 (0) 人 ,提示 :利用 (0) 的 分 波 展开 和 os = 否 咏 (21+1)1 eu 一 117， 
ow = 营 记 (21+D(1- [es | 

考虑 两 个 质量 同 为 mz 的 全 同 粒 子 .被 散射 的 粒子 能 量 为 玉 , = 直上 2xm, 靶 粒子 静止 ,粒子 之 间 的 相 
互 作 骨 势 为 V(r) = Vofr?,r 为 粒子 间 相 对 坐标 . (a) 对 于 任意 的 i, 计算 相 秘 六 ;fb) 给 出 质心 系 中 的 


微分 截面 de(8)/d0 ;te) 给 出 在 初始 时 靶 粒 子 静 目的 实验 室 系 里 的 微分 截面 doo{ 0)jdn. 
答案 


(a) 6 -下 ep 加] 


心包 = 强 | ZL + Deer sinbr Po (ooeb)| 


(0) ao - = 4o0s0, do (20) dr(20). 


. 《a) 应 用 Bm 近似 计算 最为 F 的 粒子 被 一 个 半径 为 e ,深度 为 w 的 球 方 势 轩 散射 时 的 散射 截面 . 


并 在 ae 一 0, Vo 一 oo 但 wa =C,C 为 常数 时 计算 其 极限 ;(b) 一 个 中 子 被 另外 一 个 中 子 散射 ,中 子 的 
质量 为 mm 假定 中 子 之 各 的 相互 作用 势 满足 (a) 中 的 条 件 . 对 于 中 子 对 处 于 单 态 和 三 重 态 的 情况 分 别 
计算 (质心 系 中 的 ) 散 射 振 帕 和 散射 截面 (质心 系 中 的 ). 
答案 
_3 sin( ga ) ~ gacns( ga ) i 2 PC 
(a) A0) -| 《ea) |:4=24sin(ej2)3n= 驾 ， (0) 0 子 称 ， 
- -2 mC fd 和 4a2C 

(b) 单 态 £9)= (0)+ AD)= 子 3 站) -= 委 和 人 

三 重大 (9)=f(0) -f(x-0)=0;( 蝇 】” -0. 


考 虞 两 个 处 于 基态 的 He 原子 的 弹性 散射 . 假定 He 原子 为 半径 为 a 的 不 可 穿越 的 球 . 记 dag s G33 1 O04 
分 别 为 (He ,He ) ,(He ,He ) 和 (Het ,Het) 散 射 对 应 的 总 截面 . (a) 应 用 分 波 法 计算 三 种 情况 下 的 微 
分 截面 !(b) 证 明 在 ka 区 1 时 有 于 面 的 关系 :ou :os :ay 二 1:1:4. 

答案 


， _ (Ra) > (ka +! tl 
(0) ne, = HT C1 G7 i = 


ee Sin 疗 


doe - 


= | ypen0)| , 扩 < - |> fiP(eosb)|* + 3| S$ fiPs (oon0) | 


dd 
= 4| oP, (eosg) | 


(b) 04 = dra ;03 = ra [2+ 3(ka)’ ;you = 16na’. 


TT - 
了 ne 


Ne 
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16.1 ”辐射 与 原子 系统 的 相关 作用 
质量 为 m ,电荷 为 , 自 旋 为 $ 的 带电 粒子 在 外 电磁 场 中 的 哈密 顿 算 符 为 


- 工作- 
H= (pr 


天 了 


人 + Vir)+e -ES.B {16.1) 
其 中 A 是 矢 势 ,$ 为 标 势 而 83=Y x A 是 磁场 . 可 以 通过 选择 适当 的 规范 条 件 来 简化 互 . 在 研 
究 辐 射 问题 时 经 常 选用 的 规范 为 Coulomb 规范 , 这 个 规范 有 时 也 被 称 为 辐射 规范 或 模 规 范 ， 
其 形式 为 
V*:A=0, $=0 (16.2) 


在 这 种 规范 下 的 哈密 顿 算 符 为 


2 
EA? -45 B |= H+H (16.3) 


ro 名 过 


21 


此 处 叫 。 是 未 徽 扰 哈 密 顿 算 符 ( 无 外 场 ) 而 昌 “《(z) 则 是 微 扰 哈密 顿 算 符 .对 于 辐射 的 半 经 典 近 
似 ,我 们 假定 4” 项 很 小 并 将 其 忽略 ( 见 题 16.2). 此 时 


于 人) = 一 二 4 有 (16.4) 
这 个 近似 称 为 低 强 度 近 似 . 
16.2 含 时 微 扰 论 
， ”在 低 强度 近似 下 ,H’'(:) 被 当 作 一 个 时 变 的 小 微 扰 . 设 系 统 的 初 态 为 |2, 并 于 :=0 时 加 
上 微 扰 ,: 时 刻 系 缠 处 于 | . 户 态 的 一 阶 概率 振幅 为 

a (t) = 证] ew 《Fi H'{r) i iid (16.5) 
其 中 fiwi = 五 /一 屯 ; .在 半 经 和 典 处 理 中 ,我 们 假定 电磁 场 4 由 平面 波 摘 述 
Alr,st)}=2| AGlS cos(k.r-o+0)= Aot exp[i(k.r — wt)] 
+ AC Ee exp[— i(k .r+ — wt)] (16.6) 


此 处 Au= |As1e* 为 复数 ,e 是 极 化 方向 的 单位 矢量 , 为 波 矢 ,全 . 天 =0,( 模 规范 ). 由 此 得 
到 


ee et Tt or fede 一 修 
ab 人 = (16.7) 


其 中 
Th -fe nA- ptis. (kx AE)] 1 二 


, (16.8) 
Ts =- fewAs te.p-is. (kx E)] 1i) 
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元 题 16.4. 
16.3 ” 财 计 速率 


我 们 来 研究 跃迁 振幅 a (7) .共振 跃迁 当 外 电磁 场 的 频率 接近 于 未 微 扰 系 统 的 特征 频率 
( 即 w= + 外) 时 发 生 .此 时 我 们 可 以 忽略 由 (16,7) 式 贡献 的 交叉 项 ,并 将 胜 迁 概率 分 为 共振 吸 
收 {ws >0) 和 共振 发 射 (ws 0) 两 项 .吸收 概 漳 为 


P, > Ts | en ， wi 之 上 (16.9) 
( 见 题 16.4) 发 射 概率 为 
| Le sin[ ka 一 四 站队] 


P 位 


对 于 严格 单 色 电磁 场 , 夏 迁 概率 与 w+ iws | 的 相关 非常 明显 ,是 能 导致 不 稳定 的 有 搁 于 .在 考虑 
由 初 态 | 说 到 连续 末 态 | 让 中 的 跃迁 时 ,我 们 可 以 得 到 与 时 间 线 性 相关 的 弃 迁 概率 (有 唉 迁 速 率 
为 常数 ). 此 时 的 跃迁 速率 可 以 由 Fermi 金 律 得 到 


WE = = 人 TIFITi lp(E,= E+ fw) (16.11) 
其 中 o(Er) 是 末 态 密度 . 同 理 , 如 果 辐 射 声 不 是 单 色 的 ,但 是 具有 频谱 x(w) ,跃迁 速率 为 
A = td tr [Eptis. (Kx eIDE (16.12) 


此 处 | 让 和 | 让 分 别 为 初 态 和 末 态 ， 正 负 号 分 别 对 应 应 于 吸收 和 发 射 的 情况 . 
16,4 多 极 跃迁 
在 长 波 近 似 下 ,es1+ 这 rm T5 可 以 做 如 下 的 多 极 展开 ， 
Taimoa (fl Brrli)+3(f1(L +28). (下 X 会 ) 1 


TU 


Ff 1 (天 全 r) 1 四 (16.13) 


(16.13) 中 的 第 一 项 对 应 于 电 侦 极 姥 迁 ,第 二 项 对 应 于 磁 偶 极 唉 迁 而 第 三 项 则 对 应 于 电 四 极 路 
渤 .在 通常 情况 下 ,跃迁 速率 以 电 偶 极 项 为 主 ,此 时 的 跃迁 速率 为 


2 2 
Wa = 全 全 (on) TFTEsri ia (16.14) 


可 是 对 于 特定 的 态 | 让 和 | 了 ),《f18*r|7) 可 能 为 0. 这 种 腾 迁 称 为 禁 焉 腾 迁 .对 于 各 向 同性 的 
外 电磁 场 , 极 化 矢量 随机 取向 .对 单位 矢量 8 的 各 个 分 量 求 平均 ,我 们 得 到 


Ws = de u(wa) | flr 1i) [= Bu(us) (16.15) 


Bn 就 是 对 于 吸收 和 发 射 的 爱 因 斯 坦 系数 . 
16.5 自发 辐射 
被 激发 的 原子 系统 在 无 外 电磁 场 时 也 会 发 生 辐 射 . 自发 辐射 的 速率 在 得 极 近似 下 为 


4 
WA (16.16) 


Cb 


Pe mr 


i 
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此 处 Ax 是 对 于 目 发 辐射 的 爱 因 斯 坦 系 数 ， 
例题 解 等 


16.1 带电 粒 于 在 外 电磁 场 中 的 运动 由 下 面 的 哈密 顿 算 符 描述 : 


H=2(p- £4) + VCD) + (16.1.1) 


其 中 A(r,t) 和 $7,1) 为 电磁 势 ,c 是 电荷 ,c 为 光速. 证 明 含 时 隆 定 记 方 程 寺 3 = 
Hy 在 如 下 的 规范 变换 下 是 不 变 的 ， 
应 王 认 二 A 二 Vx(r,t) 


$>4 =$- 二 祁 (16.1.2) 
> gy 二 Em Ot 


` 拥 3 在 规范 变换 (16.1.2) 下 , 薄 定 请 方 程 i 字 = Hy ,有 下 式 : 
序 (TW)= [元 LL(p- £4°) + VD + opr,t) | Ty 


- [1 (p £4- £0) tv + dt- £9 ry (16.1.3) 
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由 于 
dp a 如 i 
号 = 子 (TH) = T(F+iy 2) {16.1.4) 
和 
p(TY) = ikY (TY) = T(Pp+ Eyvx) «16.,1.5) 


(16, 1.3) 的 右 方 等 于 
Tn(p- £4 £07) Tp- fa)p+T[vi) + -4 )y 


2 
= TI 二 (sp- 24) + Vn)+p- 上 广 y 《16.1.6) 
作为 推论 ,(16.1.3) 变 成 


T(# 计 -p= 7TH- )y (16.1,7) 


将 (16.1.7) 用 7! 左 乘 , 我 们 得 到 渤 = Hy. 这 就 是 在 原来 的 规范 下 的 薛 定 兽 方 程 ， 


16.2 一 个 质量 为 六 ,电荷 为 e, 自 旋 为 $ 的 原子 中 的 电子 与 由 A (7 ,1) 描 述 的 外 辐射 场 相互 
作用 .系统 的 哈密 顿 算 符 为 


H=FH+H() (16.2,1) 


此 处 HH, = /2m + V(r) 是 原子 的 哈密 顿 算 符 ,日 (1) 是 写 时 间 相 关 的 微 拢 (a) 证 明 相 
互 作用 哈密 顿 算 符 能 够 写成 


2 
H(t) =- RA p+ A ES. (16.2.2) 
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其 中 Y .4 =0,%=0, 下 =VXxA4A;(b) 在 低 强 度 极 眼下 个 计 各 微 扰 项 的 大 小 . 
解 4 本 (a) 电子 在 外 电磁 场 册 的 哈密 顿 算 符 为 


2 
H= (pp- £4) + Vr) tre- SS.B (16.2.3} 


2 


其 中 V(r) 是 核 的 势 场 ,(#$ ,六 ) 分 别 是 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 ,B =V x A 是 磁场 .由 等 式 (16.2.3) 导 出 


2 也 
_ . . 2 ee. 
H= #7 op 人 和 二 二 
= 古 T 志 一 Sp 六 + 和 站， 2 2 B (16.2.4) 


如 果 我 们 选取 规范 Y .4 =0,g= 0( 横 规范 ), 上 面 的 表达 式 还 能 简化 . 记 疡 = -过 Y ,并 将 (p'A4) 作 用 
到 任意 的 #(r) 上 ,得 到 


A)yir) -法 六 二 = (A y+ 4. Fy] 
‘p* pir < az 1 > 日 pp # " 3 
=—ii(V :AIS+tA-. pi=A. phtr) | {16.2.5) 
于 是 
EF 
H= H+H() = HA ptiA ES.B {16.2.6) 


此 处 FH 是 原子 的 未 微 扰 哈密 顿 算 符 , H(z) 是 与 时 间 相关 的 微 扰 . 
(b) 举例 说 明 : 考 虑 一 个 类 氢 原 子 与 角 频 率 w= ok 的 单 色 电磁 场 相 互 作 用 . 此 时 ,(16.2.6) 中 各 项 的 
大 小 可 以 由 其 在 Ho 的 未 微 扰 态 中 的 方 均 根 值 近 似 赫 代 . 定义 如 下 的 方 均 根 值 ; 


和 
=v yppI 


ET et TE nt Tera, 


(16.2.7) 


并 用 其 来 估计 (16.2.6) 中 的 三 个 微 拓 项 
| = -A (r,t) "pp 
下 =- jzA(r,t) (16.2.8) 


H. = 一 8 ft) 
人 了 


Le -rr 


此 处 | 罗 是 喇 的 使 态 尖 0,p 尖 0 的 本 征 态 .考虑 比值 /HB 
此 ~ A ~ Affe ~ 忌 


i ， 
(16.2.9) | 
在 低 强 度 极限 下 Hi fH 很 小 . oi 比值 H 和 也 很 小 六 在 高 强度 人 下 ,和 身世 可以 汉 : 


原子 内 电场 的 数量 级 ,可 可 能 会 变 得 能 与 Hi 相 比 .现在 来 考虑 比值 H'jH' ,由 于 B= xA4~kA 
我 们 得 到 


H' 

天 人 ~~ 如 ~ 牧人 ~ 去 (16.2, 10) : 
由 测 不 准 关系 ,大 / 户 是 玻 尔 轨道 的 量 级 (对 于 气 原 子 ,co = 0.5 有 ) ,而 对 于 光源 Aas5000A 由 此 得 到 
HHi~10 1. 
注意 :(16.2.9) 和 (16.2.10) 的 结果 说 明 在 低 强度 近似 下 条 和 开 , 可 以 锅 略 .但 是 这 个 结论 在 下 列 
条 件 下 不 成 立 . 
1. 禁 戒 蜂 迁 :此 时 H' 的 偶 级 矩阵 元 为 0 而 琳 ' 变 成 与 片 ' 问 阶 的 量 . 
2. 严格 禁 形 跃迁 :此 时 H' 的 矩阵 元 恒 等 于 0， 

16.3 一 个 角 频 率 为 wc 的 单 色 电磁 场 由 下 面 的 矢 势 描述 ， 


(rt) = Avexp[li(k -ro wt)] + Arexpl-i(k:r— wt}]} (16.3.1) 
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此 处 4 = We 是 复 极 化 矢量 ,大 为 波 矢 ,Wo =0. (a) 计 算 与 此 矢 势 相关 的 电场 
E(r,t) 和 磁场 Blr,i).{b) 计 算 Poynting 矢量 5= 二 XB, 并 验证 


w= = Ww (16.3.2) 
其 中 了 是 辐射 强度 而 * 是 能 量 密 庶 . 


: 沁 :。 (a) 电场 忆 = - 工 共 由 下 式 给 出 : 


Er,1) = Aoexpli(k or 一 避让 -到 Ai erpf 一 io 
= 证 &oexp[i(E :ro or)] ~ Ar exp[ — Ik :ro wr)] 
=— 2¢Wosin(K rr— t+ 8) (156.3.3) 
磁场 吾 = 吕 xx 寻 为 
日 = 该 x Aoexpli(k :rat)] ix A ep kr wr))] 


= -2X Wosin(k rr- ot+0) 【16.3.41 
(b) 辖 射 强度 定义 为 Poynting 矢量 = 页 吾 X B 的 时 间 平 均值 .从 (16.3.3) 和 (16.3.4) 我 们 得 到 
8 = kW xX(EX Wo)sin (krr—o+0d) 
的 2 .? 
一 元 上 本 si 人 (Er 一 过 十 从 (16.3.5) 


其 中 大 三 K/ | 是 传播 方向 上 的 单位 矢量 .在 将 S(r,z) 在 一 个 振动 周期 内 进行 平均 后 
得 到 


2 
二 | 五 | 一 此 2 
f=| S |= a | Wo | (16.3.6) 


这 里 利用 了 sin (kr 一 wt +9)=1/2 同 理 ,能 量 密度 对 时 间 的 平均 为 
u -让 E+E) = js | Wu 1 (16.3.7) 


从 (16.3.6) 和 {16.3.7) 我 们 得 到 


2 
2rc” 


! Wo (16.3.8) 


t# = Tc = 


此 处 | W。 |? 由 题 给 出 ， 


注意 :由 于 Poynting 矢量 是 辐射 场 的 能 流 密度 ,辐射 强度 了 的 定义 为 单位 时 间 在 天 方 
向 上 单位 面积 上 传播 的 能 量 . 这 个 量 也 与 沿 着 天方 向 传播 的 光子 数 (e = ji 的 能 量 量 
子 数 ) 有 关 . 应 用 (16.3.6), 我 们 得 到 光子 的 流 强 (单位 时 间 通 过 单位 面积 的 光 于 数 ) 为 


F= 让 =5 Wu (16.3.9) 


一 个 质量 为 m ,电荷 e= ~ |e| , 自 旋 为 8 的 原子 中 的 电子 与 一 个 角 频 率 w = ok 的 单 色 
辐射 场 发 生 相 互 作用 .系统 的 哈密 顿 算 符 为 


H= H+H()= H -AA.p- EVxA).S (16.4.1) 
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其 中 五 (0 是 一 个 小 微 扰 ( 低 强度 极限 ) ,和 拓 势 4(r, 纪 由 如 下 的 平面 波 给 出 : 
A{r,t) =2|1 Aol ostk:r— w+0) 


= AoE exp[li(k + r— ow)] + Ac 人 exp[-ik r— wt)] 
- (16.4.2) 
此 处 Ao= | Ao1e 是 一 个 复数 ,全 是 极 化 方向 的 单位 矢量 ,是 波 矢 , 全 二 0( 横 规 
范 ). 设 | 让 和 | 了 7 为 未 微 扰 哈 密 顿 算 符 Ho 的 两 个 分 别 对 应 于 能 级 FF, 入; 的 两 个 本 征 
态 ,E; 并 Ej. 假定 微 扰 在 :=0 时 加 上 .计算 共振 获 迁 |i 一 | 了) 对 应 的 财 迁 概率 Ps{ft)， 
: 滔 和 :我们 考虑 (16.4.10 中 的 哈密 顿 算 符 并 将 H(t) 当 作 小 的 含 时 微 扰 , 设 系统 的 初 态 为 | i)， 
微 拢 在 t=0 时 如上,t>0 时 刻 系统 处 于 来 态 | 让 的 一 阶 振幅 为 
a (4) = 中 | ee (1 = et A(rst) ep 
+ [Vx ACr,t)] | dd (16.4.3) 
其 中 fiw = 记 ; 一 ( 见 第 十 章 ). 代 人 (16.4.2) 中 的 (7,2) 并 对 dr" 积 分 ,我 们 得 到 


a = fi Aoer[E, p+ig. (Fx)]11) 


十 pro (fl Arewr[e. pis: (Kx Ed (16.4.4} 
此 即 
Ke wt 了 me to T™ 
= (16.4.5) 
此 处 我 们 定义 


Ti = fle "At. p+iS. (kx €)]112) 
(16.4.6) 


TE 二 - 志 (f le™As [ep-in: (Ex €)]17) 


等 式 (16.4.5) 中 包含 如 下 形式 的 时 间 因 子 ( 见 图 16-1): 


i Fr ;| 
El op Sinf (ws + w)#l2] 
wit * {wr £ wi (16.4.7) 


sin[(t% + ei/2] 


图 16-1 


作为 推论 , 诬 迁 概率 Ps (1) = [at cr) | 在 lw~ wr[<4njt 三 A( 或 |w+ wri<A) 时 显著 .在 A 安 
2jws | 时 ,我 们 可 以 忽 上 时 Ps(t) 中 的 交叉 项 并 将 两 种 共振 嘱 迁 务 开 :; 


~ | Ts sinl (w ~ 2 
Palt) ee (16.4.8) 


2. 共振 发 射 (ws <0) 


] 


Tr 


: 
§ 
人 
t 
1 
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- 四 十 2 2 
Pa(t) 宕 | 二 | es es ] {16.4.9) 


注意 :指出 (16.4.8) 和 (16.4.9) 中 的 近似 的 适用 条 件 是 有 意义 的 .它们 是 
1. Pr (1)<&1( 可 应 用 一 阶 微 扰 论 ) 
2. 红 人 lun|=w(Ph( 昌 中 无 交 及 项 ) 


下 面 的 条 件 也 与 之 相 容 
3. | Ti | fmg 
一 个 质量 为 m ,电荷 为 e 的 非 自 由 粒子 与 一 个 频率 展 布 在 w+ 5w/2 区 域内 的 非 单 色 电 


磁场 发 生 相 互 作用 .粒子 的 无 相互 作用 哈密 顿 算 符 H, 为 H, = 疡 + V(r), 辐 射 强度 


由 T=cu(w)3w 给 出 ,此 处 (wm) 是 单位 角 频 率 内 的 能 量 密度 ( 见 题 16.3). 设 |i) 和 | 了 
是 未 微 扰 哈 密 顿 算 符 H, 的 两 个 本 征 态 ,考虑 联 迁 概率 Ps (1). (a) 证 明 对 于 共振 吸收 


和 共振 发 射 的 跃迁 速率 分 别 为 


de ul) 


Ww = Re i flierepliD) |, E>E, (16.5.1) 
4 ee ut{ ws) 3 
WA 16.5.2) 
其 中 jw = Ei 一 上 ,11 = |ws |fc;(b) 假 定 E; < Ey. 证 明细 臻 平衡 原理 


WW = 证 学 (16.5.3) 


: 歇 洛 入 ,。 (a) 应 用 感 16.4 的 结果 ,以 给 定 的 频率 。 为 中 心 的 长 度 为 su 的 区 域内 的 电磁 扬 引 起 的 
发 射 和 吸收 的 既 迁 概率 为 


SP = SA | fl eur A pi) "| eo (16. 5.4) 


-其 中 正 负 号 分 别 对 应 于 吸收 和 发 射 的 情况 ,将 (16.5,4) 中 的 |A61? 用 (16,3.2) 式 代 夫 


1 41 = 2 _ se se) (16.5.5) 
并 对 io 求 和 ,我 们 可 以 得 到 总 跃迁 概率 Pi (:) 
+ 2 到 有 Pe nN osr 土 2 
PS = A en ee TCF ear 人 pi rt ee! (16.5.6) 


其 中 | = wjfc. 将 对 Sw 的 求 和 换 成 积分 ,我 们 得 到 


Pi(#) = 全 23e- | (flewrepli)p [| dw 《16.5.7) 


(16.5.7) 中 的 最 后 一 项 可 用 xz3[(ws + w)/2] 代 将 ,由 此 得 


了 和 人) = ef 2 ,pie “pli) [8(ws + wd (16.5.8) 
这 样 ,跃迁 速率 为 

WE = 下 人 -~ 4 |(flewé.plil’,w >0 (16.5.9) 

We¥ = ds = 所 S01 (fl ere. pli|i,w <O (16. 5.10) 


其 中 hw = Er ~ E,, || 一 [os Je. 
(由) 在 EE<E 时 考虑 | 到 | 让 之 间 的 跃迁 ,应 用 (16.5. 1) 和 (16.5.2) 我 们 得 到 


| 
| 
| 
! 
1 
| 
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Wh -40 gl ee pli (16.5.11) 

7 在 
Wy - 后 和 gr (i EE. pl |? {16.5.12) 


(16.5. 12) 中 的 矩阵 元 能 够 写成 
人 Eee 
《16.5.13) 
其 中 + 表示 厄 米 共 轿 .在 k=0 和 [ 全 .p,e**"]==0 下 得 到 
Cf | (Be pe wr) tli)" = (fl .pet dy)" = flere p12 (16.,5.14) 
其 中 利用 了 等 式 [e**"]* =e™*' 最 后 我 们 得 到 
(ile epi = fie pli’ (16.5.15) 
此 即 研 汐 = WW 这， 
16.6 考虑 单个 电子 在 线 偏振 辐射 场 中 的 第 阵 元 Ti 一 (Pear[ 人 ep+i 这 (EX8)]|i ,证 明 
在 长 波 近似 下 ,TT 有 如 下 的 多 极 展 开 ， 


TE imwp fl Er ii tf 1 (L +28). (kx @)17) 


EFI Ck rE 7)1i) {16.6.1) 


其 中 , 县 单位 极 化 矢量 ,为 波 矢 ， L=r xp 为 轨道 角 动量 . (16.6. 1) 中 的 三 项 分 别 
对 应 于 电 侦 极 , 磁 侦 极 和 电 四 极 路 迁 . 
-世上 晤 在 长 波 极 限 下 ,exp( 丰 .r) =1+ 应 r+.… 这 样 

了 TS 1 站 二 FS (EXE D+iF kr) ee pli (16.6.2) 
由 于 上 "6 =0Er 和 Ep 是 满足 下 式 的 互相 对 易 的 算 符 

(rxXp) EXE)= (Er re. p)— (BE r)(k pg) 
如 此 
2E rE p=L.(kXe) tt rE p)+ (BE. r) p) (16.6.3) 

此 处 无 =r Xp. 将 (16.6.3) 代 入 (16.6.2) 后 得 到 


TE (fl pli)+3(f (L +28). (kx 2)17 


+ (kr p) + p(B 7) 1i) (16.6.4) 
这 样 证 明 (16. 6. 1) 的 工作 就 成 了 验证 如 下 的 矩阵 等 式 ; 
(fF | (Ep) Ni) = imon (tf I(t- r) 7) 
to (ko rE p)+ CE rk p) i) = iu (天 (全 .站 | 起 
我 们 注意 到 i) 和 | 由 是 Ho = p?j2m + V(r) 的 本 征 态 . 选取 坐标 系 使 得 人 滑 着 x 轴 方 向 而 洛 闭 y 


(16.6.5) 


办 方向 ,此 时 有 

[8 rHo] = Le,Ho] = Blz, pr] = wp, (16.6.6) 
和 

[Er Hol = {ye, Ha] = HBOyp, + pz) (16.6.7) 


由 此 得 到 
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{fl[zsHo] li = (Er -ENFIzI = us lf lz1i (16.6.8) 
{fli[ye,Hol i) = (BE -EFI yz 1 i) =— on Cf | yz 1i) (16.6.9) 
这 样 我 们 得 到 
人 bl = imw(f | zli) 
(16.6.10) 
Cf | (yp + bz) 1 7) = imeon(f | ye |) 
对 于 = 名 入 = 了 ,这 个 结果 与 (16.6.5) 相 合 . 
给 出 中 心 势 场 中 的 电子 在 下 列 情况 下 的 吸收 和 发 射 的 选择 定 则 (a) 电 个 极 唉 迁 ;(b) 磁 
侦 极 既 迁 ;(c) 电 四 极 矣 迁 . 
“能 之 (a) 电 揭 极 路 迁 :要 得 到 电 侦 极 路 迁 的 选择 定 则 ,我 们 来 考虑 如 下 的 矩阵 元 (f|z17) ,J 
| 志和 {fiz 让 , 其 中 |2 让 和 | 用 为 中 心 势 场 中 电子 的 本 征 态 .来 微 扰 波 函数 由 下 式 给 出 : 
| Dl nm hm = Ror YP (9,$) 


(16.7.1) 
| nF 三 |} ns ds mr 下 pry 三 Ra TY， 有) 
此 处 YY(8,$) 是 球 谐 函 数 . 在 这 种 表示 下 
rtiy = rsindet™ = Fa 于 YE (0,#) 
{16.7.2) 
z= rod = 竺 ry?(0) 
这 样 矩阵 元 { 站 =| 六 正比 于 角度 积分 
| (WW) (8.2) (0) Yr (0,4)dn (16.7.3) 


它 在 如 = 姜 一 在 = 土 i4m= mj 一 mm = 四 时 才 可 能 不 为 等 . 同 理 ,矩阵 元 { /zz| 站 和 《FFy1 和 是 如 下 
角度 积分 的 线性 组 合 ; 
[C68 )" C0,8) Yt (9) Yr (0,$)dn (16.7.4) 
在 如 =+ 上 la = 土 ] 才 有 可 能 非 等 .最 后 我 们 得 到 选择 定 则 
人 =+1 
Am = mi:-m, = 0,+1 


《b) 至 伪 极 颇 迁 : 磁 偶 航 拭 迁 的 选择 定 则 决定 于 答 隆 元 (了 IL, | 让,《 |L, |) 和 《了 IL, |i) .由 角 动 是 的 
一 般 考 质 ( 见 第 六 章 ), 我 们 得 到 


(16.7.5) 


(fl{L tI) = Cn tom | Ll mb my) ~ Sa mm rt (16.7.6) 
FHL i DD = Cnpsdy ml Ll nti,m) ~ 全 Ba (16.7.7) 
FIL i= Cnp tom | Let ml, my) ~ Hon Bs bn (16.7.8) 


除非 下 列 条 件 测 足 , 磁 惕 极 炬 阵 元 必然 为 0 


Al=i-t=0 
人 -il (16.7.9) 
注意 :如 果 粒 子 有 自 许 ,我 们 还 会 得 到 Am, = mw ”za 一 0, 土 1. 不 过 这 个 选择 定 则 对 于 自 旋 112 的 粕 
子 是 自动 满足 的 . 
tc) 电 四 航路 迁 :对 于 电 四 极 哮 迁 ,我 们 必须 计算 冬 积 my ye ,zx x? ,2 和 z 相 关 的 矩阵 元 ,注意 到 
2 能 够 写成 二 (8,$) 利 YY 1(8,$) 的 线性 组 合 .矩阵 元 (| yzi 站 包含 如 下 形式 的 角度 积分 


[Cv ) (6,0) (0) Yr (0,$)dn (16.7.10) 
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这 个 积分 只 有 让 AL =0, 寺 2( 除 非 1 = i =0),Am = 土 ] 时 才 不 为 零 , 如 果 考 处 任意 方向 的 极 化 ,最 后 


”一 个 条 件 变 成 Am = +2, +1,0. 电 四 极 睹 迁 的 选择 定 则 是 
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Al=i-1,=0,+2 
{16.7.11) 


Bm = me ~ A = 0, +1,+2 
这 里 已 经 包含 了 六 = =0 的 情况 . 
注意 ;(1) 电 偶 根 相互 作用 项 共有 奇 字 称 , 它 只 有 在 共有 不 同 字 称 的 态 之 间 才 有 矩阵 元 由 于 态 nim》 
的 宇 称 为 (1)',AL 如 (16.7. 3 所 示 必 须 是 奇数 . (2) 磁 侦 极 和 电 四 极 相 互 作用 项 都 具 有 但 字 称 ,在 
宇 称 相同 的 态 间 乱 阵 元 不 为 零 , 这 与 (16.7. 信 和 (16.7.11) 也 相合 . (3) 磁 个 极 和 电 四 极 胰 入 在 景 级 上 
无 法 与 电 个 极 聊 迁 相 比 . (4) 对 于 Al = 0,Am =0, 1 的 情况 ,同时 存在 磁 伪 极 和 电 由 极 也 迁 .而 在 
Ai = 土 2 时 就 只 有 电 四 极 婚 迁 了 ， 
一 个 质量 为 m , 角 频 率 为 ,电荷 为 e 的 三 维 各 向 同性 谐振 子 放 在 线 偏 振 辐 射 场 里 . 
对 于 wp = wo 和 un = 土 2wo, 计 算 单 位 时 间 内 共振 恬 迁 的 概率 
:共和 :。 选取 坐标 系 使 得 矢量 8 沿 x 轴 方 向 而 矢量 天 法 ， 轴 方 向 .吸收 对 应 的 腾 迁 速率 (发 射 对 
应 的 联 迁 速率 的 最 后 结果 相同 )* 


Fr 
Wh 和 和 (16.8.1) 
下 


其 中 me ,n,n,) 和 已. .a = Now (n+ ny + ns 十 312) 是 未 疝 拓 谐振 子 的 本 征 态 和 本 征 值 .应 用 第 五 
章 中 的 结果 ,我 们 有 


icw 
Br | Hs Ns Ny = ny 了 2 (vy ne Flin nn tl 一 yn | ny, -1)) 


| fy NY = tf iE (VI [reny + Ln) — Vn | nn, — 1,n.)) 
(16.8.2) 
由 此 
(aes | epe aes ne) = CH (Lr yt ) 4p, | sy 
(16.8.3) 
在 这 里 我 们 忽略 阶 次 为 fawofme?<&1 的 高 阶 项 .这 些 项 具有 诸如 wr = 3u ,4wo 等 高 阶 腾 迁 里 才 显 得 
重要 : (16.8.3) 的 非常 条 件 为 
Artz = 0,An, = 0,+1,An, =+1 (16.8.4) 


实际 上 , 电 偶 极 聊 迁 (an =0) 和 电 四 极 路 迁 (An, = +1) 的 贡献 是 无 法 相 比 的 . 对 应 腾 迁 的 能 级 差 是 


wi = wo (An, 十 am + An,) .这样 
i en 二 十 ,wi = to 
(mnt ,nd | erep, | nr = (16.8.5) 


inj 区 vnitl Vn + ,wg = Quun 


将 (16.8.3 代 人 (16.8,1) 并 利用 上 = wrje ,我 们 得 到 


(wn), ; 
志向 (到 十 1) ,ws 二 tig 
Wh = 2rie? x 《16.8.6) 
下 (op )} 


me ns + 1) en + 1) ,wn 三 2un 


* 此 处 原文 为 (and for indused emission)”" ,这 个 说 法 是 错误 的 . 昌 然 在 本 题 中 最 后 算出 来 的 发 射 对 应 的 

沦 ,再生 有 收 对 度 的 区 下 该 ,但 这 只 是 本 题 在 后 面 的 近似 下 得 到 的 特殊 的 结果 ， 而 非 一 般 性 的 结 
. ,8. 述 发 射 对 应 的 婚 迁 速率 .不 过 由 于 最 后 计算 的 方法 和 计 ， 

也 就 不 对 发 射 的 情况 另行 计算 了 一 一 译 者 注 . 网 ,我们 
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第 十 六 章 辐射 的 半 经 典 处 理 


一 个 本 征 值 E, > 互 ; 的 两 能 级 系统 与 一 个 绝对 温度 为 工 的 热 库 处 于 热力 学 平衡 ,系统 
中 存在 允许 王 列 几 种 暑 迁 :(1) “吸收 "1-=2,(2) 发射"2 一 1 和 (3 六 自发 辐射 "2 一 1. 每 
个 过 程 的 且 迁 速率 为 
WW 窜 一 已 B2iafowa) 
WE = Ps Buut(w) (16.9.1) 
WE 三 PA 
其 中 w(azi) 为 辐射 场 的 能 量 分 布 ,PP 是 系统 处 于 简 并 度 为 g 的 能 级 j(; = 1,2) 中 的 概 
率 ,Ay 和 Bi 分 别 是 对 于 自发 辐射 和 发 射 的 爱 因 斯 坦 系 数 . (a) 在 热平衡 条 件 下 计算 
Pi 和 PP;;(b) 应 用 (16.9.1) 和 Planck 黑体 辐射 公式 证 明 
BiBa = gz 
Ayn = Bs : 
:多 名 。 (a) 在 绝对 温度 了 下 的 热平衡 系统 处 于 某 一 个 能 量 为 e; 的 定 态 |:) 中 的 概 宁 正 比 于 Bolt 
zmamn 因子 e“ ,本 题 中 的 e, 取信 为 E, 、E, .而 简 并 度 g, 取 值 为 gi ,gi .此 即 
P = Cp, -ELT 
| Ce 52 (16,9.3) 
2 = C82E 2 
这 里 C 是 归 一 化 常数 .由 P+ PP - 1, 得 到 
! 二 gie su + ge ELT (16,9.4) 
由 于 FE:~E,= ka 我们 有 
器 一 pb (16.9.5) 
(tb) 假定 空 腔 内 大 晤 由 (a) 描 述 的 物理 系统 构成 的 系 综 在 绝对 温度 了 下 郁 自 身 的 辐射 过 程 维 持 热力 
学 平衡 ,此 时 我 们 有 
. WW = WE+ WE {16.9.6) 
由 (16.9.1) 我 们 得 到 
PB ut{wz ) = PBoyutwn) + PA {16.9.7) 
应 用 (16.9.5) 
[eol 有 一 gi By Ju {wa ) = BA {16.9.8) 
空 腔 内 的 热 辐 射 由 Planck 公式 给 出 
sw) = pr < - (16.9.9) 
这 样 (16,9.8) 碾 为 
本 Be Ea ) BY = go Ae 1) (46.9.10) 
此 即 
giBat = gz Biz 
3 (16.9.11) 
A 三 Bo 


16.10 对 于 中 心力 场 中 的 电子 计算 爱 因 斯 坦 系数 Aiop、Bizp 和 By,. 注意:;:1s= (n=1,1= 
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16.11 


16.12 


0),2p= {n=2,/=1). 
“, 乌 # 滨 ， 我 们 首先 考虑 I[s-*2p 单位 时 间 的 星 迁 概率 (吸收 }. 由 子 2p 态 对 于 不 同 的 短 量 子 数 是 
简 并 的 ,我 们 有 


Wan = 入 lo ) 《21o 1 7 1100) BF = By tlw ) {16.10.1) 
由 于 
Dadtim lrimm) l=(+D ia (6.10.2) 
和 
Ddsm rl) = Ln 1irin) (16.10.3) 
将 /=0 代 人 人 {16. 10. 3) 并 利用 (16. 10.1) ,我们 得 到 
Bz = 生生 1 人 211ri110》 1 (16. 10.4) 


其 中 (21|r110)》 = | (7)r?Ro(r)dr 是 辐射 积分 .在 (16.9.11) 中 取 g&,,=1 和 -g;, =3, 我 们 得 到 


2p*1s 的 吴征 系数 
Bw = F101 -121 1 
{16. 10.5) 
wll e? 了 
A = or I 1 r 121)1 
给 出 氮 原 子 第 一 激发 态 单位 时 间 内 的 自发 歼 迁 概率 . 
;: 洽 : 轿 ，2p>1ls 单 位 时 间 的 自发 惨 迁 概率 为 
Wi = ulat ) Biz, + la (16.11.1) 
利用 (16.10.5) ,我 们 得 到 
了 
Wi = alo) + 和 | 《100 | r 121m 1 {16. 11.2) 
此 处 |21z 是 基 一 个 2p 状态 ,对 于 氢 原 子 的 第 一 激发 态 
1100 1 7 121my 1 = 专 1(1017121) = 部 af (16. 11.3) 
其 中 ao = 所 /me? 是 琉 尔 半径 .由 此 
2 3 
A = 男 人 一 a = 办 过 十 - {16.11.4) 
其 中 a = efiic = 1/137 是 精细 结构 常数 .由 
2 2 2 
hm = 妆 才 -= 导 二 下 (16.11.5) 
得 到 
了 
Am = 如 对 = 高 oo 6.25 x 108 (16.11.6) 
(16.11. 全 对 应 于 大 约 为 1.5x 10?s 的 2p 能 级 寿命 
一 个 质量 为 m , 角 频 率 为 m ,电荷 为 e 的 线性 谐振 子 被 如 下 形式 的 非 共振 辐射 场 激 


发 : 


240o2 cos{ky ~ wit), 1>0 
和 (rt = (16.12.1) 
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其 中 w 隆 wo. 设 |n? 和 EE, = wo n + 盐 ) 为 谐振 子 的 本 征 态 和 能 量 本 征 值 ， 1y(1)) 为 


有 辐射 场 时 系统 的 态 失 . (a) 应 用 一 阶 微 拓 论 计算 |1y(z)) 假 定 初始 时 1y(z =0)) = 
102 fb) 计算 与 外 场 振幅 成 正比 的 诱导 侦 极 息 ， 
. 靛 和 Pa) 与 时 间 相 关 的 态 矢 可 写成 下 式 ， 


(P(E) = eo 0) + Da (te | ny (16.12.2) 
在 1<0 时 a.(t)=0. 对 于 H'(#) = 二 4(r bp 应 用 一 阶 微 拢 论 { 见 第 十 章 ) ,我 们 得 到 


a (#) = 于 | seor(n LE) 10)d = 3 | ee 2Aoc0l ky ~ of) 1 p. 1 0d 


(16.12.3) 
由 此 { 见 古 15. 4)， 
a (4) = -1 (16.12.4) 
其 中 
Th =- ECn 1 Aoerp, |0) =~ Ae (n | er 10) 
(16.12.5) 


T=- 过 (nu | Aoe wp, 10) =- Cahuc b(n [到 1 中 
最 后 ,将 1%(z) 乘 上 整体 相 因子 e% 必 ,我们 得 到 
$0) =1 (em =10)+ Dbls) 1 1) (16.12.6) 
其 中 系数 b(t) = a,《z)ewe! 由 (16.12,4) 给 出 | 


ev Th ev— eo Th 
tng 一 地 让 Wn 1 


(b) 诱导 侦 极 矩 由 (D(z)) = (%(z)}ez1%(z)) 给 出 .计算 到 A 的 一 阶 ,得 到 
(DD) = (Oler lO0+ Db (0 ee ln) + SB EHO ez ny (16.12.8) 
Pe 二 
下 一 步 ,我 们 将 (16. 12.7) 中 得 到 的 56,1 ) 代 人 并 忽略 所 有 的 与 频率 +w， 相 关 的 振动 模式 【这 些 项 
在 teo 时 由 于 激发 态 的 寿命 有 限 而 不 再 出 现 ， ) 此 时 我 们 有 
PE | ez | nde™ ; Tiot0 | er | ne ]| 


i 0 十 凶 


bt) = (16. 42.7) 


(D(D)》 = (01e 10)- 2Re 
ESI 


(16.12.9) 


D(1)) = (0 1 ez 1 0) -sy i C01 ez | ny) Poaln| se ew ] 
msn 


Ca0 一 做 am 十 二 


(16.12.10) 
最 后 由 EE= -二 < 六 = 一 240 sin(y 一 ot), 我 们 得 到 
《D(1)) = (0 1 ex 10+ 守 六 (16.12.11) 


对 于 线性 谱 振子 ,(16. 12.11) 给 出 经 典 的 结果 


Dr )») = pr 


er re me er pa pep 
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补充 习题 


对 于 题 16.4, 计 算 从 初 态 | 疏 到 能 本 为 Ey 十 dEy12 的 连续 末 态 内 的 财 迁 速率 人 Ws (Fermi 金 律 )， 
答案 


We = I = EIT p(B = E+ bio) 


给 出 单 电子 系统 在 各 向 同性 的 辐射 场 中 对 应 于 电 介 极 辐射 的 吸收 和 发 射 的 夏 迁 速率 .提示 :跃迁 速率 
可 以 由 电 偶 极 答 阵 元 对 所 有 可 能 的 极 化 方向 的 平均 得 到 . 
蔡 案 


Wa = 扩 on CIr DP ,中 rl) P= lr) 


跃迁 |x) 对 应 的 振子 强 谋 由 下 式 定 义 ， 
所 = 六 + 及 + 乓 =( 人 27 下) (nlrleyl {16.15.1) 


其 中 1) 和 | 人) 是 成 = 让 + V7) 的 本 征 态 .证 明 太 清 尾 求 和 公式 ZN = 3 


在 考虑 自 旋 -轨道 相互 作用 时 ,给 出 下 列 情 况 下 吸收 和 发 射 的 选择 定 刚 (a) 电 候 极 辐射 ; (b) 磁 偶 极 辆 
射 ;(e) 电 四 极 辐 射 .注意 :选择 定 则 可 以 通过 把 定 态 |15;JM 展开 成 | 和 >y 加 1Sm, ) 的 线性 组 合 来 给 
出 .其 中 了 = 工 +$. 

答案 〈a) 电 但 极 辆 射 :Ar = +1,AJ =0,+1,AM; =0, 1; 

(b 磺 个 极 辐射 :A=0,AT=0, 寺 lAMI =0, +1; 

{o) 电 四 极 辆 射 :A = 0 土 2,AJ =0,+1, +2,AM; =0, 士 1, 土 2. 
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A.i 情 里 叶 级 数 和 傅 里 叶 积 分 
车 f(z) 是 局 期 为 的 周期 函数 , 它 就 可 以 展开 成 傅 里 叶 级 数 ; 


其 中 二 =2mrm/ 工 ,级 数 的 系数 a, 由 下 式 给 出 : 
a. = HF f(ade 
函数 Fz) 的 傅 里 叶 变换 的 定义 为 
FUD = FLfCz)] = -高 | Hz)ewdz 
道 傅 里 叶 变 换 为 


f(x) = Flk)erdk 


有 
充 |-. 
在 量子 力学 中 ,我 们 定义 的 情 里 叶 变 换 有 些 不 同 ， 


一 一 1 ™ ~ipelh 
ph) = FIWz)] = Fs] bs)e de 


1 有 
4(z) = HF) em dk 
下 面 两 个 关于 人情 里 叶 变 搞 的 公式 是 非常 重要 的 : 
模 便 等 式 : | 1 f(z) Par = | | F(E) 12d 
Parseval 等 式 : [f(z)8° (z)dz = | F(k)G' (k)dk 
&.2 狭 拉克 8 函数 
狂 拉 克 人 郴 数 由 下 式 定义 ; 
| rz)a(z - zo)dr = Km) 


下 边 有 一 些 关 于 8 函数 的 重要 而 且 常 用 的 等 式 : 
H(— x) = 8z) 


{er) = 8(z), c>0 


XHT— x0) = Todtz — ro) 


注意 到 z5(z)}=0, 还 有 


CA.1) 


(A.2) 


(A.3) 


(A.4) 


(A.5) 


(A.6) 


(A.7) 


(A.8) 


(A.9) 


(A.10) 
(A.11) 


(A. 12) 
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量子 力学 | 
f(z)8(z ~ z0) = f(z0)8(z ~ 10) (A.13) 1 
B(x ~ cc) = zc LB(z ~ c) +8(z+e)], ce>0 (A.14) | 
f(z)] = 5 TPT -x) (A.15) | 
其 中 z 是 f(z) 的 单 零 点 . 
| az -z0Datz - za)dr = Hz1 ~ za) (A.16) | 
Y (z) 由 下 趟 定义 ; | 
[f(r)dx =- (0) (A.17) | 
一 些 与 8 (x) 相关 的 等 式 开 列 如 下 ; | : 
8(- x) = 一 S(z) (A.18) | 
8"(— xr) = (- "SY" (zr) (A.19) | 
rH Cx) =— nd" (x) . (A.20) .| 
| FaDa'(rz)dz = (- DO) (A.21) ， 
三 维 空间 中 的 $ 函数 由 下 式 定义 ; 
[rar ~ ro)dzrdydz = Frn) (A.22) : 


其 中 人 (rr 一 p60) 二 B(x 一 xo)8(y 一 yo)8(z 一 zo). 在 球 坐 标 (r,9,$) 里 ,我 们 有 


Br ~ 70) = 7 dr 0)8(0 - 90)8($ — $0) 


rsing 
= $8(r - 加 )a(cosg - eos)B($ 一 而) (A.23) | 
3 函数 的 积分 表示 可 以 由 候 里 叶 变 换 [ 见 A.1] 的 定义 得 出 : 
‘ 
Hr ro)= | dz (A.24) | 
阶 用 函数 6(z)( 也 称 为 Heaviside 函数 ) 的 定义 如 下 ; 
1l, x>0 
(x) = | (A.25) 
0， 了 所 0 
8 函数 和 6 函数 之 间 的 关系 为 
8(z) = CE (A.26) 
最 后 ,我 们 有 8(r ) 的 一 个 重要 等 式 
va )= -4x8(r) (A.27) 


六 ,3 厄 米 多 项 式 
厄 米 多 项 式 H, (x) 由 下 面 的 关系 定义 ， | 


H(z) = (- Drez ( 蕊 s)， 0.1.2.… (A.28) 


H,(z) 是 下 面 的 微分 方程 的 解 ，; 


dH Cz) or oe Lz) + 2nH, {x)=0 (A.29) 


H, 《xz) 的 正 交 关系 为 
| eH, (x)H, (x)dr = Yr2"n!d,, (A.30) 


H, (x ) 的 两 个 重要 的 递 推 关系 为 


TE aH (2), Hrs) =- 22H, (4) - 2aH,(z) 


前 几 个 厄 米 多 项 式 由 下 式 给 出 : 
Ho(x)=1, Hitz)=2z, H:(zr)=4z2 一 2 
Hi(r)}=8r’ 一 12x， H(zx)=16r: -48z +12 


A.4 ” 勒 让 德 多 项 式 
”。” 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 由 Rodrigue 公式 定义 ， 
Pi (zh = 四 dx — 1) (A.31) 
前 几 个 勒 让 德 多 项 式 为 
Pi(z)=1， Pi(z)=z， Pi(z)= 才 (3z2-1) 
Pi(z) = 未 (523 一 3z)，Pi(z)= 井 (35z4-30z2+3) 


用 cos8 给 出 的 前 几 个 勤 让 德 多 项 式 为 
Po (cosd)= 1, Pi {cost) = cosd 


Pi(eosp)= 1 (1+ 300820), Pi (oosb) = 言 (3cosg + 5cos36) 
盘 让 德 多 项 式 的 正 交 关 系 为 


| PCz)Pr(z)dz -512167 (A.32) 


A.5 ” 娃 带 勒 让 德 活 数 


连带 勒 让 德 函 数 Pr (z) 由 下 式 定义 : 
P(x) = V(x)” Pi(z), -1 寺 z 守 1 (A.33) 
其 中 mx >0.P, (x) 是 勒 让 德 多 项 式 .注音 
Pi(z)= P(x) P(r) = 0m>! (A.34) 
Pr tz) 满足 的 微分 方程 为 


[aD Pe) -0 (A.35) 
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前 儿 个 连带 勒 让 德 函 数 为 
Pi(r)=V1-x, Pllx)=3rvVt-7x, P(rz)=3(1- 7’) 
Pl(z)=3(5z -1-7 Pi(z)=15(1-z), P(x)=15V U2 
连带 勒 让 德 函 数 的 正 交 性 关系 为 


[Pr() Pr (x)dz = [Pr (cos0) Pr (oo0s0)sin0d0 = 57 ts (A.36) 


A.6 球 谐 函 数 
球 谱 函 数 由 下 式 定义 : 


Y= Dp (eg), 0 (A.37) 


和 
Yr™(0,$) = (- 1)*[Yr (0,$)] (A.38) 
Y, (6,$) 满 足 的 微分 方程 为 
[Ho (sin0 Dh)+ ss Br + LL + 1 ] Yr C08) =0 (A.39) 
Y, (9,$) 有 确定 的 宇 称 
Yr (nr Ort+$) = (TDiyy(8 ,了 (A.40) 
球 谐 函 数 的 正 交 性 关系 为 
esf ry (0,$)]" Yr (0,$)singd = 六， (A.41) 
封闭 性 关系 为 


Do (0,$)[YF (6°,$°)]" = 8(oosg - o080’)8(# ~ $°) = Ls8(0 — 0')8($ ~ $) 


(A.42) 
一 些 重要 的 递 推 关系 如 下 : 


eo (mot ) Yr (0,$) = VITTID mm TY 0d) (A43) 


人 - 世 - mootO }¥r (0,$) = VNTT I mlm TY 1(0,g) (A.44) 


向 /人 +1L+ 关 + 了 T 一 | (7 一 


前 几 个 球 谐 函数 如 下 ， 


4 


ET A ee Emre re ee et Fr rrr uh nt re 


a EE 


en vvou 一 人 mm 


a 
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加 =\/ 语 (3osg-1， = Rinse YE = irsin be 


7 21 . i 
Y= 16x (50000 ~ 30080), YI = -tisino(So0s 0 一 ie 


Y= Vs Geosbe** , Yi = /sin ge 
关于 球 谐 函数 的 一 个 重要 公式 如 下 ; 
Pi(cosa) = a 1)" Yr (0 ,$) Yr (9,,$,) (A.46) 
| 其 中 a 为 (8, , 轴 ) 和 (2 四) 之 间 的 夹 角 . 这 个 结果 常 被 称 为 球 谐 函数 的 加 法 定理 . 
A.7 连带 拉 瘟 尔 多 项 式 
首先 我 们 用 Rodrigue 公式 定义 拉 盖 尔 多 项 式 


L(x) = (re ) (A.47) 
连带 拉 盖 尔 多 项 式 的 定义 为 
L(x) = Lz) (A.48) 
其 中 上 和 mm 是 非 负 整数 .注意 到 
Lz) = L(x), (rz)=0, mm>1 (A.49) 
前 几 个 连带 拉 善 尔 雪 项 式 为 
Lifz)= ~1, li(z)=2z—4, 12(x)=2 
Li(z)= -3r +18r -18, L(x)= -6r+18, 13(r)= -6 
连带 拉 盖 尔 多 项 式 的 正 交 性 关系 为 
” 现 一 下 举 Li z! 2 
| | "etzr)lr (rdr = yr (A. 50) 
， A.8 球 贝 囊 尔 函数 
1 贝 塞 尔 微分 方程 由 下 式 给 出 ; 
[a E+ te ez) 二 0 (A.51) 


其 中 2>0. 这 个 方程 的 一 个 解 称 为 阶 贝 塞 尔 函 数 Ji (x) .Ji (z) 的 级 数 展 开 如 下 。 
(~ 1) Cz/2) 


zr: 四 元 zr 四 oo 
L(x) = 2 了 (CE + ol! 2 + 2) " 3 421 + ZT+ 5]- 名 alT( + ETI) 
(A. 52) 


车 { =0,1,2,. :J (x) 三 ( — 1):], {之 ). 如 果 1 ,1,2,-…,J,(z) 利 本 (zz) 线性 无 关 ., 此 时 
Ji(z) 在 z=0 时 是 有 界 的 ,而 J.， (zx) 是 无 界 的 第 二 类 贝 蹇 尔 函 数 . N, (xz) (也 称 为 诺 伊 曼 函 
数 ) 由 下 式 定义 : 


N Cs) = 工 (zeos(im -Ti(z) 


sin( tr 


人 和 关 0,1,2,…) (A.53) 
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这 些 函 数 在 x =0 时 无 界 .tA.51) 的 一 般 解 为 


yz) = AJ,(x)} + Bl.(z), i 0,1,2,…… 
| (A.54) 
. yi) 一 AJ,(r) 十 BN,(x), 
此 处 A 和 日 为 任意 常数 . 球 贝 塞 尔 函 数 与 出塞 尔 函 数 之 间 的 关系 如 下 : 
Cx) 二 Flip) (A.55) 
球 诺 仇 曼 函数 与 诺 仇 曼 函数 N(x ) 之 间 的 关系 如 下 ， 
ni 之) = 于 Nalz) (A. 56) 
jz) 和 mtz) 的 明显 形式 如 下 : 
jx) = (-z) (二 二) ( 吕 ) (A.57) 
nu(z) =-(-z) (二 | fs (A.58) 
前 几 个 jj(zx)} 和 n(x) 为 
ib(z) = mz)= ~ 
ji(x) -2 -cosz ， n(x)= — St — nx 
下 I TT I 
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jz) 和 mtz) 在 z 一 cc 和 z-“0 时 的 渐 近 行为 是 
ji(z) 各 
it (02+ Di! 
(A.59) 
ne) > 
站) ~ zsin(z 一 至 ) 
(A.60) 
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其 中 (27+1)11 =1.3.5…(27 一 1)(21+1). 


